Aula 6 - Metodo de Newton-Raphson

Bem-vindos a nossa aula sobre o Método de Newton-Raphson, uma ferramenta poderosa e amplamente
utilizada para encontrar raizes de equacdes nao lineares. No dia a dia, seja na engenharia, ha economia ou até
mesmo na medicina, nos deparamos com problemas que nao podem ser resolvidos por formulas diretas.
Imagine, por exemplo, calcular a trajetéria de um foguete, otimizar um portfélio de investimentos ou
determinar a concentracao de um farmaco no corpo; muitas vezes, a solu¢cao passa por encontrar o ponto
onde uma funcao especifica se anula.

Este método, que vamos explorar hoje, oferece uma abordagem elegante e eficiente para desvendar esses
mistérios matematicos. Ele nos permite aproximar as solucdées com uma precisao notavel, transformando
problemas complexos em sequéncias de calculos mais simples. Ao final desta aula, vocé nao apenas
compreendera a légica por tras do Newton-Raphson, mas também estara apto a aplica-lo em diversos
contextos, reconhecendo suas vantagens e limitacdes.

Nossa jornada comecara com a visualizacao geomeétrica do método, que nos dara uma intuicao fundamental
sobre como ele funciona. Em seguida, deduziremos a férmula, exploraremos seu algoritmo e veremos
exemplos praticos de aplicacao, inclusive com a perspectiva de implementacao computacional. Abordaremos
a fascinante convergéncia quadratica e, por fim, discutiremos os desafios e as armadilhas que podem surgir
a0 usar essa técnica. Prepare-se para desmistificar um dos pilares da analise numérica!



A Essencia Geometrica: Onde a Tangente
Encontra a Raiz

Imagine que vocé estd em uma montanha e precisa encontrar o nivel do mar (a raiz da
funcao), mas esta vendado. Vocé sabe a sua altura atual e a inclinacao do terreno
naquele ponto. Uma estratégia inteligente seria seguir a inclinacao (a tangente) em linha
reta até onde vocé espera que seja o nivel do mar. Esse novo ponto nao sera perfeito,

mas certamente estara mais proximo do seu objetivo do que o ponto inicial. E
exatamente essa a intuicao por tras do Método de Newton-Raphson.

Ponto Inicial Tangente Nova Estimativa
Comecamos com uma Tracamos a linha tangente que Onde a tangente cruza o eixo
estimativa z, na "montanha" indica a direcao X, temos z;

A beleza desse método reside em sua simplicidade conceitual. Dada uma fungao f(z) e um ponto inicial z,
tracamos uma linha tangente a curva de f(z) nesse ponto. Onde essa linha tangente cruza o eixo z, temos
uma nova estimativa, z;, para a raiz da funcao. Essa nova estimativa € geralmente muito melhor do que a
anterior, e o processo pode ser repetido para refinar ainda mais a aproximacao.

[ Analogia: Pense nisso como um jogo de "quente ou frio" com uma bussola muito precisa. A bussola
(a tangente) sempre aponta na direcao mais direta para o "quente" (a raiz). A cada passo, vocé se
move nessa direcao, e a bussola é recalibrada no seu novo ponto, garantindo que vocé esteja
sempre seguindo o caminho mais eficiente para a solucao.

Deduzindo a Formula: A Matematica por Tras da Intuicao

Para transformar essa intuicado geomeétrica em uma féormula matematica, precisamos de um pouco de calculo.
Lembre-se que a equacao de uma linha tangente a uma fungao f(z) em um ponto (zy, f(z;)) € dada por:

y — f(xr) = f'(zr) - (x — x1)

Nosso objetivo € encontrar o ponto onde essa linha tangente cruza o eixo z, ou seja, onde y = 0. Substituindo
y = 0 na equacao da tangente, obtemos:

0 — f(zx) = f'(zr) - (Th1 — i)

Aqui, z,.1 representa a nossa nova e melhorada estimativa para a raiz. Agora, basta isolar z,, para obter a
formula iterativa do Método de Newton-Raphson:

f(wk)
f'(zx)

Esta formula é a espinha dorsal do método. Ela nos diz que, para encontrar a proxima aproximacao (z;.1),

Lk+1 — Lk —

pegamos a aproximacao atual (z;) e subtraimos a razao entre o valor da fun¢ao no ponto atual (f(z;)) e a
inclinagcao da tangente nesse ponto (f'(xy)). E um processo de ajuste continuo, onde cada passo nos leva
mais perto da raiz.



O Algoritmo em Acao: Passos para a
Solucao

Com a féormula em maos, podemos agora descrever o algoritmo do Método de Newton-
Raphson. Um algoritmo é como uma receita de bolo: uma sequéncia clara de passos
que, se seguidos, nos levam ao resultado desejado. Para o Newton-Raphson, o objetivo
é encontrar uma raiz z* tal que f(z*) = 0, com uma precisao aceitavel.

01 02 03
Definir a Funcao e sua Escolher o Ponto Inicial Definir Critério de Parada
Derivada

Selecione uma estimativa inicial z, Estabeleca uma tolerancia (ex:
Estabeleca f(z) e calcule f'(z) proxima a raiz esperada |f(zr)] < 1076)
analiticamente

04 05
Iterar Verificar Convergéncia
Calcule zy1 =z, — ]{,(”;’;) Se o critério de parada for satisfeito, pare; caso

contrario, volte ao passo 4

O processo comeca com uma estimativa inicial, um "chute" para a raiz. A qualidade desse chute pode
influenciar bastante o desempenho do método, como veremos mais adiante. A partir dai, entramos em um
ciclo de refinamento, onde a cada iteracao, calculamos uma nova e melhor aproximacao usando a formula
que deduzimos. Esse ciclo continua até que um critério de parada seja satisfeito, garantindo que a nossa
aproximacao esteja suficientemente proxima da raiz real.

Implementacao e Exemplos de Aplicacao

A beleza do algoritmo de Newton-Raphson é que ele é relativamente simples de implementar em linguagens
de programacao como Python ou MATLAB. A estrutura basica envolve definir a fungao f(x) e sua derivada
f'(x), escolher um ponto inicial zy € um critério de parada (por exemplo, quando |f(zx)| for menor que uma
tolerancia pequena, ou quando a diferenca entre zx.1 € i for insignificante).

() Exemplo Classico: Raiz Quadrada
Encontrar a raiz quadrada de um numero A é equivalente a resolver z2 — A = 0.
Portanto, f(z) = 2> — A e f'(z) = 2z.

A féormula de Newton-Raphson se torna:
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Aplicacoes em Engenharia Aplicacoes em Financas
e Determinar pontos de equilibrio de sistemas e Encontrar a taxa interna de retorno (TIR)
mecanicos e Calcular precos de opcoes

e Calcular correntes em circuitos elétricos o Otimizar portfolios de investimento

complexos

e Resolver equacdes de fluxo de fluidos



Exemplo Numerico Detalhado
EncontrandoaRaizde z? —x—1=0

Para ilustrar o poder do método, vamos aplicar o Newton-Raphson para encontrar uma raiz da equacao
f(z) =x3 —z — 1= 0. Sabemos que f'(z) = 3z — 1. Vamos comec¢ar com um chute inicial z, = 1.5.

Iteracao 1
f(1.5) = (1.5)> — 1.5 — 1 = 3.375 — 1.5 — 1 = 0.875
L f'(1.5) =3(1.5)* —1=3(2.25) — 1 =6.75 — 1 = 5.75
Resultado: z; = 1.5 — %32 ~ 1.5 — 0.15217 = 1.34783
Iteracao 2
£(1.34783) = (1.34783)% — 1.34783 — 1 ~ 2.4468 — 1.34783 — 1 = 0.09897
2 £/(1.34783) = 3(1.34783)? — 1 ~ 3(1.8167) — 1 = 5.4501 — 1 = 4.4501
Resultado: z, = 1.34783 — 309897 ~ 134783 — 0.02224 = 1.32559
Iteracao 3
3 £(1.32559) = (1.32559)% — 1.32559 — 1 ~ 2.3258 — 1.32559 — 1 = 0.00219

#/(1.32559) = 3(1.32559)2 — 1 ~ 3(1.7572) — 1 = 5.2716 — 1 = 4.2716

Resultado: z; = 1.32559 — 59020 ~ 1.32559 — 0.00051 = 1.32508

[JJ Observacao Importante: Observe como o valor de f(zx) se aproxima rapidamente de zero, indicando
que estamos nos aproximando da raiz. A cada iteragao, a precisao aumenta significativamente. Este
€ um exemplo claro da eficiéncia do método.

Conectando com Ferramentas Computacionais

No cenario atual, a implementacao desses métodos é facilitada por ferramentas computacionais. Linguagens
como Python, com suas bibliotecas NumPy e SciPy, sao ideais para isso. O NumPy oferece operacdes
numeéricas eficientes, enquanto o SciPy ja possui implementacdes otimizadas de muitos algoritmos
numeéricos, incluindo a busca de raizes.

NumPy SciPy
Operacdes numeéricas eficientes e manipulacao de Implementacdes prontas de algoritmos numéricos
arrays otimizados

Ao invés de codificar o método do zero para cada problema, podemos usar funcdes prontas que abstraem os
detalhes, permitindo-nos focar na modelagem do problema e na interpretacao dos resultados. Isso é crucial
em areas como ciéncia de dados, onde a resolucao de equacdes complexas € uma tarefa rotineira. A
capacidade de integrar esses métodos em fluxos de trabalho maiores é uma habilidade valiosa no mercado de
trabalho.



A Velocidade da Convergéncia Quadratica

Um Salto de Eficiéncia

Um dos aspectos mais impressionantes do Método de Newton-Raphson €& sua taxa de
convergéncia. Dizemos que ele possui convergéncia quadratica, o que significa que, a
cada iteracao, o numero de casas decimais corretas na nossa aproximacao tende a
dobrar. Isso € como ter um superpoder matematico: vocé comeca com uma precisao
razoavel e, em pouquissimos passos, atinge uma exatidao extraordinaria.

d [ S

Distancia: 1 metro Distancia: 1cm Distancia: 0.0001cm

Ponto inicial Apos 1 iteracao Apoés 2 iteracoes

Para entender a convergéncia quadratica, imagine que vocé esta tentando acertar um alvo. Com um método
de convergéncia linear, vocé pode reduzir a distancia pela metade a cada tentativa. Com a convergéncia
quadratica, a distancia ao alvo se torna o quadrado da distancia anterior. Se vocé estava a 1 metro do alvo, na
préxima tentativa estara a 1 centimetro (1/100 do metro), e na proxima, a 1 milionésimo de centimetro! E uma
aceleracao exponencial em direcao a solucao.

Vantagens Inegaveis do Método

Rapidez @ Simplicidade
Convergéncia quadratica significa menos Implementacao direta uma vez que a funcao e
iteracoes e menor tempo de processamento derivada sao conhecidas
=) Robustez Tedrica € Versatilidade
Base solida no calculo diferencial confere Resolve equacdes complexas sem solucoes
confiabilidade matematica analiticas diretas

[ Por que isso importa? Essa caracteristica € o que torna o Newton-Raphson a escolha preferencial
para muitos problemas onde a velocidade é critica, como em simulacées em tempo real ou em
calculos que exigem alta precisdo em um numero limitado de iteracdes. E um verdadeiro "turbo" para
encontrar raizes, superando métodos mais simples que convergem de forma linear, como o Método
da Bissecao.

A capacidade de resolver equacdes complexas que nao possuem solucdes analiticas diretas € outra
vantagem significativa. Muitas funcdes que modelam fenémenos do mundo real sdo intrincadas, e o Newton-
Raphson oferece um caminho para desvendar suas raizes, permitindo analises e previsdes que seriam
impossiveis de outra forma.



As Armadilhas do Caminho
Limitacoes e Possiveis Problemas

Apesar de sua notavel eficiéncia, o Método de Newton-Raphson nao é uma bala de
prata. Existem situacées em que ele pode falhar ou apresentar um desempenho
insatisfatério. E crucial entender essas limitacdes para aplica-lo de forma inteligente e
evitar resultados errbneos ou a hao convergéncia.

[ Requisito Fundamental: Um dos requisitos fundamentais do método é a necessidade de calcular a
derivada da funcao, f/(z). Se a derivada for dificil de obter analiticamente, ou se a fungcao néo for
diferenciavel em algum ponto préximo a raiz, 0 método nao podera ser aplicado diretamente.

Além disso, se a derivada for muito proxima de zero (f'(zx) =~ 0) em alguma iteragao, a divisdo por um numero
pequeno pode levar a um salto gigantesco na proxima estimativa, afastando-se da raiz em vez de se
aproximar.

Imagine que vocé esta novamente na montanha, mas agora a inclinacdo é quase plana (derivada proxima
de zero). Se vocé seguir essa inclinacao, pode andar por muito tempo sem se aproximar do nivel do mar,
ou pior, pode ser levado para uma direcdo completamente errada. Essa sensibilidade a derivada é uma das
principais vulnerabilidades do método.

Problemas Comuns e Estratégias de Mitigacao

@ Chute Inicial Ruim

Problema: A escolha do z, € critica. Se o chute

I. Derivada Proxima de Zero

Problema: Se f'(z;) for muito pequeno, a
proxima iteracao z1 pode ser um valor muito
distante.

inicial estiver muito longe da raiz, 0 método
pode convergir para outra raiz (se houver

Solucao: Implementar um critério de verificagao multiplas), divergir (afastar-se da raiz) ou entrar

para f'(zx). Se for muito pequeno, o algoritmo em um ciclo.

pode parar e sinalizar um erro, ou tentar um
método alternativo (como o Método da Secante,
gue veremos ha préxima aula, que nao exige a
derivada explicita).

>4 Multiplas Raizes

Problema: Se a funcao tiver varias raizes, o
método pode convergir para qualquer uma
delas, dependendo do chute inicial.

Solucao: Realizar uma analise grafica da funcao
para identificar as regides de interesse e, se
necessario, aplicar o método em diferentes
intervalos com diferentes chutes iniciais.

Solucao: Usar um metodo mais robusto, porém
mais lento, como o Método da Bissecao, para
obter uma boa estimativa inicial. Visualizar a
funcao graficamente também pode ajudar a
identificar regides onde as raizes provavelmente
se encontram.

“_Funcodes Nao Diferenciaveis

Problema: O método exige que f(z) seja
diferenciavel.

Solucao: Para funcées com pontos de nao
diferenciabilidade, o Newton-Raphson nao é
adequado. Métodos que nao dependem da
derivada, como o Método da Secante ou o
Método da Posicao Falsa, seriam mais
apropriados.

Compreender essas limitacdes nao diminui o valor do Newton-Raphson, mas sim nos capacita a utiliza-lo de
forma mais eficaz e consciente, sabendo quando e como complementa-lo com outras técnicas numeéricas.



Sintese e Aplicacao Pratica

Chegamos ao fim da nossa exploracao do Metodo de Newton-Raphson, uma técnica
que se destaca pela sua elegancia e, principalmente, pela sua eficiéncia. Vimos como a
intuicao geometrica de seguir a tangente nos leva diretamente a formula iterativa, e
como essa formula, quando aplicada repetidamente, nos permite convergir rapidamente
para a raiz de uma funcao. A convergéncia quadratica €, sem duvida, o seu maior
trunfo, permitindo que alcancemos alta precisao em poucas iteracoes.

O que aprendemos Pontos de atencao
e Intuicdo geomeétrica da tangente e Necessidade da derivada
e Deducao da formula iterativa e Sensibilidade ao chute inicial
e Algoritmo e implementacao e Risco com derivada préoxima de zero
e Convergéncia quadratica e Multiplas raizes possiveis
e Limitacdes e desafios e Funcdes nao diferenciaveis
0 Em Pratica

=

Ao se deparar com um problema que exige a busca de raizes de uma equacao nao linear, comece
por analisar a funcao. Ela é diferenciavel? Qual seria um bom chute inicial? Se a derivada for
complexa ou se houver preocupacdes com a estabilidade, considere usar o Newton-Raphson em
conjunto com um meétodo mais robusto para refinar o chute inicial. Lembre-se que a combinacao de
metodos é muitas vezes a estratégia mais eficaz em analise numeérica.

Analisar Escolher
Examine a funcao e suas %%\
¢ ] @ Selecione 0 método apropriado
propriedades
Validar Implementar
% P
Verifique a convergéncia e %{% Codifique com critérios de

precisao parada



Autoavaliacao

— ) — ——)—

Qual é a principal ideia geométrica por A féormula iterativa do Método de
tras do Método de Newton-Raphson? Newton-Raphson é:
1. Dividir o intervalo ao meio até encontrar a 1. zp1=op+ J{((Z))

raiz. 2. Ty =xp — J—lf;(f:)

f(ﬂvk)

2. Aproximar a funcao por uma linha tangente e 3. Zpo1= Tk — =
’ o Iz

encontrar sua interseccao com o €ixo X.
4w = £33
3. Usar a media dos pontos para convergir para

araiz.

4. Avaliar a funcao em multiplos pontos e
escolher o mais proximo de zero.

R L

O termo "convergéncia quadratica" Qual das seguintes situacoes
nho contexto do Método de Newton- representa uma limitacao ou problema
Raphson significa que: potencial do Método de Newton-
1. O método sempre converge para a raiz mais Raphson?

proxima. 1. Afuncao é linear.
2. A cadaiteracao, o erro é reduzido pela 2. A derivada da funcao é constante.

metade. 3. A derivada da funcdo é zero ou muito proxima
3. A cada iteracao, o numero de casas decimais de zero em algum ponto da iteracao.

corretas tende a dobrar. 4. O chute inicial € muito proximo da raiz.

4. O método so6 funciona para funcdes
quadraticas.

Questao Dissertativa

[J 5. Descreva uma situacao pratica em que o Método de Newton-Raphson seria uma ferramenta util e
explique por que ele seria preferivel a um método de convergéncia mais lenta.

Gabarito
Questao 1 Questao 2
Resposta: b Resposta: c
Questao 3 Questao 4

Resposta: c Resposta: ¢



Proxima Aula

Aula 7

Método da Secante e Analise Comparativa

Exploraremos uma alternativa ao Newton-Raphson que nao exige o calculo explicito da derivada, o
Método da Secante. Faremos uma analise comparativa aprofundada entre esses dois métodos, discutindo

suas vantagens, desvantagens e os cenarios ideais para a aplicacao de cada um, consolidando sua
compreensao sobre a busca de raizes.

Recursos Adicionais

= Livro Recomendado = Documentacao @ Revisao de

nAnalise Numérica® de Técnica Conceitos

Richard L. Burden e J. Douglas Biblioteca SciPy (Python) Khan Academy - Calculo
Faires Para explorar implementacées Diferencial

Para aprofundamento tedrico e mais prontas de métodos de busca de Para revisar conceitos de derivadas e
exemplos raizes tangentes

[)' NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte
sempre fontes oficiais e a documentacao das bibliotecas de software para verificar alteracdes e as
versdes mais recentes.



