Aula 3 - Analise Matricial de Trelicas
Planas (Parte 2): Montagem e Solucao

Seja bem-vindo(a) a segunda parte da nossa jornada pela Analise Matricial de Trelicas Planas! Na aula
anterior, desvendamos o comportamento de um unico elemento de trelica, entendendo como sua rigidez
individual se manifesta. Agora, o desafio € maior e mais empolgante: como fazemos para que todos esses
elementos trabalhem juntos, formando uma estrutura coesa e capaz de suportar cargas?

Esta aula € o coracao da analise estrutural computacional. Ela nos levara do entendimento de pecas isoladas
para a montagem de um sistema completo, capaz de simular o comportamento de uma trelica real sob
diferentes condicdes. Ao final, vocé nao apenas sabera como montar e resolver o sistema de equacdes, mas
também compreendera a logica por tras dos softwares que usamos diariamente na engenharia.

Nosso objetivo € que, ao concluir esta aula, vocé seja capaz de montar a matriz de rigidez global de uma
trelica, aplicar as condicées de contorno de forma correta, resolver o sistema de equacdes para encontrar os
deslocamentos nodais e, finalmente, calcular os esforcos internos em cada barra. Prepare-se para conectar a
teoria com a pratica, desmistificando o "motor" por tras da analise estrutural moderna.



A Grande Orquestra Estrutural: Da Peca ao
Conjunto

Imagine uma orquestra sinfonica. Cada musico, com seu instrumento, € capaz de produzir sons maravilhosos
individualmente. No entanto, a verdadeira magia acontece quando todos tocam juntos, sob a regéncia de um
maestro, seguindo uma partitura que harmoniza cada nota em uma melodia complexa e poderosa. Na analise
estrutural, nossos "musicos" sao os elementos de trelica, e a "melodia" é o comportamento global da

estrutura.

[ A Matriz de Rigidez Global da Estrutura é o nosso maestro, a partitura que organiza a contribuicao
de cada elemento para o comportamento total da trelica.

Ela ndo € apenas uma soma das rigidezes individuais; € uma integracao inteligente que considera como cada
barra se conecta aos nds e como essas conexdes afetam o movimento de toda a estrutura. E aqui que a
Analise Matricial revela sua forca, permitindo-nos modelar sistemas complexos de forma sistematica.

Nosso desafio agora é pegar as pequenas matrizes de rigidez de cada elemento, que calculamos na aula
anterior, e encaixa-las em uma matriz muito maior, que representara toda a trelica. Este processo, conhecido
como montagem da matriz de rigidez global, é o primeiro passo para transformar um conjunto de barras em
um sistema estrutural coerente e analisavel.



Montando a Matriz de Rigidez Global: O
Quebra-Cabeca da Estrutura

Para montar a matriz de rigidez global, precisamos de Para cada elemento, seus GDLs locais

uma estratégia clara. Pense em um grande quebra- (associados aos seus nos iniciais e finais) sao
cabeca: cada peca tem seu lugar especifico e contribui mapeados para os GDLs globais da estrutura.
para a imagem final. Na andlise matricial, cada elemento Se um elemento conecta os nés 1e 2, por

de trelica contribui para a rigidez global da estrutura, mas exemplo, sua matriz de rigidez local sera

sua contribuicao € direcionada aos graus de liberdade "expandida" e seus termos serao adicionados
(GDLs) dos nos aos quais ele esta conectado. as posicoes correspondentes ha matriz global

que representam os GDLs dos nés 1e 2.

O Método da Rigidez Direta

E a técnica que utilizamos para esse "encaixe". Ele se
baseia na ideia de que a rigidez global em um
determinado grau de liberdade € a soma das
contribuicoes de todos os elementos conectados a esse
grau de liberdade.

Este processo é repetido para cada elemento da trelica. A medida que adicionamos as contribuicdes de cada
barra, a matriz de rigidez global vai sendo preenchida, refletindo a interconexao e a rigidez combinada de
todas as partes da estrutura. E um processo sistematico que, embora possa parecer trabalhoso manualmente,
e extremamente eficiente para computadores, sendo a base de softwares como o SAP2000 e o ETABS.



O Coracao da Estrutura: Vetores de Forcas
e Deslocamentos

Se a matriz de rigidez global é o "maestro" que organiza a estrutura, os vetores de forcas e deslocamentos
sao, respectivamente, a "partitura" das cargas aplicadas e a "melodia" dos movimentos resultantes. Eles
formam o coracao da equacao fundamental da analise estrutural, que nos permite entender como a estrutura

reage as solicitacdes externas.

E importante lembrar que, se ndo houver forca aplicada em um GDL especifico, o valor correspondente no
vetor sera zero. Este vetor € o grande desconhecido que precisamos desvendar para entender o
comportamento da trelica.

Esses dois vetores, juntamente com a matriz de rigidez global, compéem a equacao fundamental que governa
o comportamento de qualquer estrutura discreta. E a partir deles que podemos prever como uma ponte se
deforma sob o trafego ou como um telhado de trelica reage ao peso da neve.



A Equacao Fundamental: [K]{U} = {F} e
Seus Componentes

Chegamos ao ponto central da Analise Matricial: a equacao fundamental da estatica estrutural, [KI{U} = {F}.
Esta equacao € a espinha dorsal de todo o método da rigidez e representa o equilibrio de forcas em cada né
da estrutura. Pense nela como uma balanca perfeitamente equilibrada, onde de um lado temos a resisténcia
interna da estrutura (rigidez multiplicada pelos deslocamentos) e do outro, as forcas externas aplicadas.

Vamos desmembrar essa equacao:

[K] - Matriz de Rigidez
Global

E a Matriz de Rigidez Global
da estrutura, que acabamos
de aprender a montar. Ela
encapsula todas as
propriedades geométricas e
materiais dos elementos, bem
como suas interconexdes. E
uma matriz quadrada,
simétrica e geralmente
esparsa (com muitos zeros).

2

{U} - Vetor de
Deslocamentos

E o Vetor de Deslocamentos
Nodais Globais. Contém
todos os deslocamentos
desconhecidos (e conhecidos,
como 0s nulos nos apoios) de
cada grau de liberdade da
estrutura.

3

{F} - Vetor de Forcas

E o Vetor de Forcas Nodais
Globais. Contém todas as
forcas externas aplicadas nos
nos da estrutura,
correspondentes a cada grau
de liberdade.

() A beleza dessa equacao reside em sua simplicidade conceitual. Ela afirma que as forcas internas

gue se desenvolvem na estrutura devido aos deslocamentos ({K}{U}) devem ser iguais as forcas

externas aplicadas ({F}) para que a estrutura esteja em equilibrio.

Resolver essa equacao significa encontrar os deslocamentos {U} que satisfazem esse equilibrio. Sem essa
compreensao, a analise estrutural seria um emaranhado de equacdes complexas para cada noé.



Ancorando a Realidade: As Condicoes de
Contorno (Apoios)

Uma estrutura, por mais bem projetada que seja, nao existe no vacuo. Ela precisa estar ancorada, apoiada em
algo que a impeca de se mover livremente no espaco. Essas "ancoras" sao o que chamamos de condicoes de
contorno ou condicoes de apoio. Elas sdo fundamentais porque definem como a estrutura interage com o
ambiente e, consequentemente, como ela se deforma sob carga.

Pense em uma ponte: ela ndo pode simplesmente flutuar. Ela precisa de pilares e encontros que a sustentem.
Esses apoios restringem certos movimentos, mas permitem outros.

N 5 T

Apoio Fixo (Engaste) Apoio de Segundo Género Apoio de Primeiro Género

Impede qualquer translacao e (Pino) (Rolo)

rotacao Permite rotacao, mas impede Permite translacao em uma
translacoes direcao e rotacao

Na analise matricial, as condicdes de contorno sao traduzidas em informacdes sobre os deslocamentos
conhecidos (geralmente zero) em certos graus de liberdade. Se um né esta apoiado por um pino, sabemos
que seus deslocamentos nas diregcdes X e Y sao nulos. Essa informacao é crucial porque nos permite reduzir
o tamanho do nosso sistema de equacdes, tornando-o soluvel. Sem a aplicacao correta das condicdes de
contorno, a matriz de rigidez global seria singular (nao invertivel), e a estrutura seria instavel, como uma mesa
sem pernas.



Aplicando as Condicoes de Contorno:
Reduzindo o Sistema

Agora que entendemos a importancia das condicdes de contorno, precisamos saber como aplica-las
matematicamente ao nosso sistema [K]{U} = {F}. Este passo € como "aparar as arestas" do nosso modelo,
removendo as redundancias e focando apenas nos graus de liberdade que realmente podem se mover. E um
processo de simplificacao que torna a solucao computacionalmente viavel.

Particao da Matriz Processo de Reducao

A forma mais comum de aplicar as condicdes de Na pratica, para cada grau de liberdade que possui
contorno é atraves da particao da matriz de rigidez um deslocamento conhecido (por exemplo, U_x = 0
global e dos vetores de forca e deslocamento. em um apoio fixo), a linha e a coluna

. A . correspondentes na matriz [K] sdo eliminadas.
Imagine que vocé tem uma lista de todos os graus

de liberdade da estrutura. Alguns deles terao Da mesma forma, a entrada correspondente no
deslocamento conhecido (geralmente zero, devido vetor {F} é ajustada (ou eliminada, se for zero). Este
aos apoios), e outros terdo deslocamentos processo resulta em um sistema de equacoes
desconhecidos. Podemos rearranjar a matriz [K] e menor, que chamamos de sistema reduzido.

os vetores {U} e {F} para separar esses dois grupos.

Este sistema reduzido contém apenas os graus de liberdade com deslocamentos desconhecidos, e é ele que
sera resolvido para encontrar as deformacdes da estrutura.



O Sistema Reduzido: Prontos para a
Solucao

ApOs a aplicacao das condicdes de contorno, transformamos a nossa grande equacao [K]{U} = {F} em um
sistema menor e mais gerenciavel. Este é o sistema reduzido, que pode ser representado como [K_red]
{U_desconhecidos} = {F_conhecidos}. E a versdo "enxuta" do nosso problema, onde todas as informacdes
sobre os apoios ja foram incorporadas, e estamos prontos para encontrar as respostas que buscamos.

000
0oo

[K_red]

Matriz de rigidez global apds
eliminacao das linhas e colunas
dos GDLs restritos. Menor, mas
ainda simétrica e positiva
definida.

O’?
()

{U_desconhecidos}

Contém apenas os
deslocamentos que ainda nao
conhecemos, ou seja, aqueles
que a estrutura pode realmente
experimentar.

e

{F_conhecidos}

Contém as forcas externas
aplicadas nos graus de
liberdade nao restritos.

A importancia do sistema reduzido é dupla:

[J 1. Solubilidade [J 2. Eficiéncia Computacional

Garante que a matriz [K_red] seja Resolver um sistema de equacdes menor é

invertivel, o que é essencial para muito mais rapido e exige menos recursos
encontrar uma solugcao unica para os computacionais. Para estruturas grandes,
essa reducao pode significar a diferenca
entre uma analise que leva segundos e

uma que leva horas.

deslocamentos. Sem essa reducao, a
matriz original [K] seria singular, indicando
uma estrutura instavel ou um problema
mal formulado.

Com o sistema reduzido em maos, estamos a um passo de desvendar os deslocamentos de cada né da nossa
trelica, o que nos permitird, em seguida, calcular as forcas internas em cada barra.



Desvendando os Deslocamentos: A
Solucao do Sistema de Equacoes

Chegamos ao climax da nossa analise: a solucao do sistema de equacdes. Com o sistema reduzido [K_red]
{U_desconhecidos} = {F_conhecidos} devidamente montado, hosso objetivo € isolar o vetor
{U_desconhecidos}. Matematicamente, isso significa que precisamos "inverter" a matriz de rigidez reduzida.

[ A solucao é obtida por:

Ugesconhecidos = [Kred]_chonhecz'dos

Pense nisso como resolver uma equacao simples como 2x = 6, onde x = 6/2. No nosso caso, [K_red] é 0 "2",
{U_desconhecidos} é o "x", e {F_conhecidos} € o0 "6". A operacao de divisao para matrizes € a inversao.

Sistemas Pequenos Estruturas Reais
Para sistemas pequenos, a inversao de Para estruturas reais, com centenas ou milhares de graus
matrizes pode ser feita manualmente. de liberdade, a matriz [K_red] pode ser enorme. E aqui

gue 0s métodos numéricos computacionais entram em
acao.

Softwares de analise estrutural utilizam algoritmos eficientes (como a decomposicao LU ou métodos
iterativos) para resolver esses sistemas gigantescos de forma rapida e precisa, sem a necessidade de calcular
explicitamente a matriz inversa, que € computacionalmente cara.

Os valores obtidos em {U_desconhecidos} representam os deslocamentos (translacées em X e Y) de cada no
da trelica que nao esta restrito por um apoio. Esses numeros sao a primeira indicacao do comportamento da
estrutura sob carga. Eles nos dizem o quanto cada ponto se move, e a partir deles, podemos inferir a
deformacao global da trelica.



De Volta ao Elemento:
Calculando os Esforcos
Internos

Com os deslocamentos nodais globais ({U}) calculados, incluindo tanto
os desconhecidos que acabamos de resolver quanto os conhecidos
(zero nos apoios), temos agora a "chave" para desvendar o que
acontece dentro de cada barra da trelica. O proximo passo é determinar
os esforcos internos, ou seja, as forcas axiais de tracao ou compressao
em cada elemento.

Processo de Calculo

Para fazer isso, voltamos a olhar para cada elemento individualmente.
Lembre-se da matriz de rigidez local de cada elemento que calculamos
na Aula 2. Agora, pegamos os deslocamentos globais dos nos aos quais
um determinado elemento esta conectado e os "traduzimos" de volta
para o sistema de coordenadas local do elemento.

[’ Relacao fundamental do elemento:

f local — [klocal ] Ulocal

o {f_local}: vetor de forcas nodais locais do elemento (que
representam a forca axial na barra)

o [k_local]: matriz de rigidez do elemento em suas coordenadas locais

e {u_local}: deslocamentos dos nds do elemento, expressos no
sistema de coordenadas local

O resultado sera a forca axial que atua na barra, indicando se ela esta
sendo tracionada (forca positiva) ou comprimida (forca negativa). Este é
um dos resultados mais importantes para o dimensionamento estrutural,
pois nos permite verificar se a barra suporta a carga.




Interpretando os Resultados: O Que os
Numeros nos Dizem?

Receber uma lista de numeros de deslocamentos e forcas axiais pode ser esmagador. O verdadeiro trabalho
do engenheiro comeca agora: interpretar esses resultados. Nao se trata apenas de obter os numeros, mas de

entender o que eles significam para o comportamento da estrutura e, mais importante, para sua seguranca e
funcionalidade.

o s

Analise de Deslocamentos Analise de Forcas Internas

e Magnitude: Quao grandes sao os e Sinal: Positivo indica tracao (barra esticada),
deslocamentos? Estao dentro dos limites de negativo indica compressao (barra
servico? espremida)

e Direcao: Os deslocamentos fazem sentido em e Magnitude: Quais barras estao sob as
relacao as cargas aplicadas? maiores tensdes? Sao as barras criticas

e Padrao: Ha algum padrao que sugira um e Distribuicao: A distribuicao das forcas é
problema estrutural? |6gica para a configuracao da trelica?

(J Ponto crucial: A interpretacao critica dos resultados € o que diferencia um bom engenheiro de um
mero operador de software. E a capacidade de usar o bom senso e o conhecimento tedrico para
validar se os numeros obtidos refletem a realidade fisica da estrutura.



Analise Matricial na Pratica: A Ponte para

o Software

Por que aprender
manualmente?

Vocé pode estar se perguntando: "Se os
softwares fazem tudo isso, por que
preciso aprender a Analise Matricial
manualmente?"

A resposta é simples e crucial: para
entender o que o software esta
fazendo.

01

A Analise Matricial é o "motor" por tras de todos os programas
modernos de analise estrutural, como SAP2000, ETABS, ANSYS
e até mesmo o Ftool.

02

Modele Corretamente

Interprete os Resultados

Saiba como inserir os dados (geometria, materiais, Entenda o significado dos deslocamentos, esforcos e

cargas, apoios) de forma que o software construa o reacOes de apoio, e ndo apenas aceite os numeros

modelo matricial correto.

03

cegamente.

04

Valide o Modelo

Diagnostique Problemas

Seja capaz de identificar erros de modelagem ou Quando algo nao parece certo, vocé tera a base

resultados inconsistentes, que podem levar a projetos tedrica para investigar onde o erro pode estar, seja na

inseguros ou antiecondémicos.

entrada de dados ou na interpretacao.

A Analise Matricial nao é uma ferramenta para substituir o software, mas sim para empoderar o engenheiro
que o utiliza. E como saber como um carro funciona por baixo do capd, mesmo que vocé apenas o dirija. Isso

Ihe da controle, confianca e a capacidade de resolver problemas que um mero usuario nao conseguiria.



Desafios e Consideracoes Avancadas:
Além do Basico

Embora tenhamos coberto os fundamentos da Analise Matricial de trelicas planas, o mundo da engenharia
estrutural é vasto e cheio de desafios. As trelicas que analisamos sao idealizadas: barras retas, nos
articulados, materiais lineares elasticos. Na realidade, as estruturas podem ser muito mais complexas, e a
Analise Matricial serve como um trampolim para conceitos mais avancados.

Algumas consideracoes que expandem o escopo do que vimos incluem:

Estruturas Maiores e Mais Complexas Comportamento Nao Linear

Trelicas espaciais, porticos, grelhas, cascas. A Materiais que nao seguem a Lei de Hooke (ex:
l6gica matricial se mantém, mas as matrizes de concreto fissurado), grandes deslocamentos que
rigidez dos elementos e 0 numero de graus de alteram a geometria da estrutura. Isso exige
liberdade aumentam significativamente. analises iterativas e mais complexas.

Analise Dinamica Método dos Elementos Finitos (MEF)
Estruturas sujeitas a cargas variaveis no tempo, O MEF é uma generalizacao poderosa da Analise
como vento, terremotos ou vibracdes de Matricial, permitindo analisar estruturas com
maquinas. A equacao de equilibrio se torna uma geometrias complexas, materiais heterogéneos e
equacao diferencial no tempo. diferentes tipos de elementos (placas, cascas,

sélidos). E a base da maioria dos softwares
avancados e uma tendéncia forte na engenharia
estrutural.

A compreensao solida da Analise Matricial de trelicas é a fundacao para explorar esses topicos avancados,
que sao cada vez mais relevantes no cenario da engenharia de 2025, com a crescente demanda por projetos
otimizados e seguros.



Validacao e Verificacao: A
Confianca nos Seus
Modelos

Em um mundo onde softwares poderosos podem gerar resultados em
segundos, a tentagcao de confiar cegamente neles € grande. No entanto,
0 engenheiro responsavel sabe que a validacao e verificacao dos
modelos e resultados sdo etapas tio criticas quanto a prépria analise. E
a sua "segunda opiniao" para garantir que o que o computador diz faz
sentido na realidade.

Como podemos validar nossos modelos?

1 Anadlise de Casos Simples

Para uma trelica complexa, tente isolar uma parte dela que se
assemelhe a uma trelica simples (ex: uma viga biapoiada) e faca
uma analise manual ou com um software mais basico (como o
Ftool) para comparar os resultados.

2 Verificacdo de Simetria

Se a estrutura e as cargas sao simétricas, os resultados
(deslocamentos e esforcos) também devem apresentar simetria.
Desvios indicam um erro.

3 Bom Senso Estrutural

Os deslocamentos e esforgcos estdao na ordem de grandeza
esperada? Uma viga de concreto nao deve se deslocar metros,
nem uma barra de aco ter uma forca de compressao que a faria
flambar instantaneamente.

4 Comparacao com Solucoes Conhecidas

Para problemas classicos, existem solucdes analiticas ou
empiricas. Use-as como referéncia.

5 Reacoes de Apoio

Verifique se a soma das reacdes de apoio equilibra as cargas
aplicadas (equilibrio global).

A validacao € um processo continuo que fortalece a confianca no seu
trabalho e garante que as decisdes de projeto sejam baseadas em dados
confiaveis. Em 2025, com a crescente complexidade dos projetos e a
integracao de inteligéncia artificial em ferramentas de design, a
capacidade de um engenheiro de questionar e validar resultados é mais
valiosa do que nunca.



Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim da nossa jornada pela Analise Matricial de Trelicas Planas. Percorremos um caminho que
nos levou da rigidez de um elemento isolado a montagem da matriz de rigidez global, passando pela
formulacao da equacao fundamental [K]{U}={F}, a aplicacao das condicdes de contorno, a solucao do
sistema para encontrar os deslocamentos e, finalmente, o calculo dos esforcos internos em cada barra. Vocé
agora tem uma compreensao solida do "motor" por tras dos softwares de analise estrutural.

Rigidez do Elemento Condicoes de Contorno

Compreensao do comportamento Aplicacao dos apoios e reducao do
individual de cada barra sistema

Montagem Global Solucao

Integracao de todos os elementos em Célculo dos deslocamentos e
uma matriz unica esforcos internos

[ Em pratica

Lembre-se que a Andlise Matricial € a linguagem que os computadores usam para entender e prever
o comportamento das estruturas. Dominar seus principios permite que vocé nao apenas use
softwares de forma eficaz, mas também interprete seus resultados criticamente, identifique erros e
tome decisdes de projeto mais seguras e eficientes. E a ponte entre a teoria e a aplicacao real na
engenharia.



Autoavaliacao

— o —o o —

Questao 1 Questao 2 Questao 3

Qual é o principal objetivo da
montagem da matriz de

No sistema de equacodes [K]
{U} = {F}, o vetor {U}
representa:

A aplicacao das condicoes de
contorno (apoios) em uma
rigidez global em uma analise trelica é crucial porque:

de trelicas?

e a) Calcular diretamente os
esforcos internos em cada
barra.

e b) Representar a
contribuicao de cada
elemento para a rigidez
total da estrutura,
considerando suas
interconexoes.

e ) Determinar as reacoes
de apoio da estrutura.

e d) Simplificar o calculo dos
deslocamentos nodais sem
a necessidade de inversao
de matriz.

e a) As forcas externas e a) Aumenta o numero de

aplicadas nos nos.

b) As reacdes de apoio da
estrutura.

c) Os deslocamentos
desconhecidos de cada no
da estrutura.

d) A rigidez de cada
elemento da trelica.

graus de liberdade da
estrutura, tornando a
analise mais precisa.

b) Garante que a matriz de
rigidez global seja singular,
facilitando a solucao.

c) Reduz o sistema de
equacgoes, tornando a
matriz de rigidez invertivel
e a estrutura estavel.

d) Permite o calculo direto
dos esforcos internos sem
a necessidade de
deslocamentos.

————— ——— @————

Questao 4

ApOs resolver o sistema de equacdes para 0s
deslocamentos nodais, como sao calculados os
esforcos internos em cada barra da trelica?

nodais globais {F}.

a) Diretamente a partir do vetor de forcas

Questao 5 (Dissertativa)

e b) Utilizando a matriz de rigidez global [K] e

os deslocamentos globais {U}.

e ) Aplicando a relacao {f_local} = [k_local]

{u_local}, onde {u_local} sao os

deslocamentos dos nos do elemento em

coordenadas locais.

o d) Através de um método grafico de equilibrio

de nos.

Explique a importancia de um engenheiro
compreender os fundamentos da Analise
Matricial, mesmo com a disponibilidade de
softwares avancados de analise estrutural.



Gabarito




Proxima Aula e Recursos Adicionais

O

Na Aula 4, daremos um passo adiante e exploraremos a "Analise Matricial de Porticos Planos (Parte
1): Elemento de Viga-Pilar". Prepare-se para entender como a rotacao e os momentos fletores sao
incorporados a nossa analise matricial, abrindo um novo leque de possibilidades para modelar
estruturas mais complexas.

Recursos Adicionais

Livros-texto de Tutoriais de Ftool Artigos sobre MEF
Analise Estrutural Para praticar a montagem Para entender a evolugao
Para aprofundar os e visualizacao de trelicas da Analise Matricial para o
conceitos teoricos e ver simples. Método dos Elementos
mais exemplos. Finitos.

NOTA IMPORTANTE: As informacdées técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e normas técnicas vigentes para verificar alteracdes e diretrizes especificas de projeto.



