Aula 23 - Diferenciacao Numerica

Imagine que vocé esta monitorando a temperatura de um reator quimico ou a velocidade de um veiculo
autdbnomo. Em muitos desses cenarios do mundo real, ndo temos uma férmula matematica exata e continua
para descrever o comportamento de uma grandeza. Em vez disso, coletamos dados em pontos discretos no
tempo ou espaco. Como, entao, podemos determinar a taxa de variagcao dessas grandezas — ou seja, suas
derivadas — se nao temos uma funcao analitica para derivar?

E exatamente aqui que a Diferenciacdo Numeérica entra em cena, atuando como uma ferramenta
indispensavel. Ela nos permite estimar as derivadas de uma funcao a partir de um conjunto de pontos de
dados, sem a necessidade de conhecer a forma exata da funcao. Esta aula foi cuidadosamente elaborada
para desmistificar esse processo, transformando o que pode parecer um desafio abstrato em uma habilidade
pratica e aplicavel. Ao final, vocé sera capaz de compreender e aplicar as principais técnicas de diferenciacao
numerica, analisar os erros associados a elas e escolher o método mais adequado para diferentes problemas.

Nosso percurso comecara explorando as aproximacdes para a primeira derivada, mergulhando nas diferencas
finitas progressivas, regressivas e centrais. Em seguida, desvendaremos os misterios dos erros de
truncamento e arredondamento, que sao cruciais para entender a precisao de nossas estimativas. Por fim,
estenderemos nosso conhecimento para calcular derivadas de ordem superior. Prepare-se para conectar a
teoria com aplicacdes praticas, utilizando a légica que sustenta ferramentas computacionais modernas.



O Desafio de Medir a Mudanca: Por Que
Precisamos da Diferenciacao Numerica?

No calculo diferencial, aprendemos a encontrar a derivada exata de uma fungao, como f(z) = z2, onde

f'(xz) = 2z. Essa € uma ferramenta poderosa, mas e se a fungdo que descreve nosso fendmeno nao for téo
"bem comportada" ou, pior, se hao a conhecermos? Pense em um sensor que registra a posi¢cao de um objeto
a cada segundo. Temos uma série de pontos de dados, mas ndo uma equacao continua que descreva a
trajetoria. Como calcular a velocidade (primeira derivada da posicao) ou a aceleracao (segunda derivada)
nesse cenario?

[ Aresposta esta na diferenciacao numérica. Ela surge como uma ponte entre o mundo continuo da
matematica e o mundo discreto dos dados que coletamos. Em vez de buscar a derivada exata, que
pode ser impossivel ou impraticavel, buscamos uma aproximacao suficientemente boa para nossos
propositos.

E como tentar estimar a inclinacdo de uma montanha olhando apenas para alguns pontos especificos em sua
encosta, sem ter um mapa topografico completo.

A necessidade de aproximacdes nao é um sinal de fraqueza, mas sim de pragmatismo e poder computacional.
Em engenharia, fisica, financas e até mesmo na ciéncia de dados, a maioria dos problemas reais envolve
dados discretos ou funcdes complexas demais para serem derivadas analiticamente. A diferenciacao
numerica nos equipa com as ferramentas para extrair informacdes cruciais sobre as taxas de mudanca,
permitindo-nos prever comportamentos, otimizar processos e tomar decisdes informadas.



A Esséncia das Diferencas Finitas: Uma
Visao Intuitiva

Para entender a diferenciacao numeérica, precisamos revisitar a definicao fundamental da derivada de uma
funcao f(z) em um ponto zg:

Essa expressao nos diz que a derivada é o limite da inclinacao de uma reta secante que se aproxima da reta
tangente. No entanto, em um contexto numérico, nao podemos fazer h ser infinitamente pequeno; precisamos
escolher um valor pequeno, mas finito, para . E aqui que a ideia de diferencas finitas se manifesta. Em vez
de um limite, usamos uma aproximacao baseada em valores da funcao em pontos préximos.

Conceito Chave Analogia Pratica

Pense na diferenca finita como uma forma de E como estimar a velocidade instantanea de um
"esticar" a ideia da derivada. Se a derivada € a carro observando a distancia que ele percorre
inclinacao da reta tangente em um ponto, e a em um intervalo de tempo muito curto. Quanto
reta tangente € o limite de retas secantes, menor o intervalo de tempo (k), mais precisa
podemos usar uma reta secante com um h sera nossa estimativa da velocidade naquele
pegueno como uma boa aproximacao para a instante.

tangente.

Essa abordagem simples, mas poderosa, forma a base de todos os métodos de diferenciagcao numérica que
exploraremos. Ela nos permite transformar um problema de calculo continuo em um problema de algebra
discreta, acessivel a computadores e algoritmos.



Diferencas Finitas Progressivas: Olhando
para o Futuro

A primeira e mais intuitiva forma de aproximar a derivada é a Diferenca Finita Progressiva (DFP). Ela se
baseia na ideia de olhar para um ponto "a frente" do ponto de interesse para estimar a inclinacdo. Retomando
a definicao da derivada, se substituirmos o limite por um h pequeno e positivo, obtemos:

RRECRL V(S

Aqui, estamos usando o valor da funcao em z, e em um ponto ligeiramente maior, z, + h, para calcular a
inclinacdo. E como se vocé estivesse em um ponto da estrada e quisesse saber a inclinagdo da subida. Vocé
olha para um ponto um pouco mais adiante na estrada e calcula a diferenca de altura dividida pela distancia
horizontal percorrida. Essa € uma estimativa da inclinacao naquele ponto onde vocé esta.

[J Importante: A DFP é simples de implementar e entender, mas sua precisdo depende criticamente do
tamanho do passo k. Um h muito grande pode levar a uma aproximacao grosseira, enquanto um h
muito pequeno pode introduzir outros problemas, como veremos na analise de erros.

Exemplo Pratico

Suponha que a posicdo de um objeto seja dada por s(t) = t3. Queremos estimar a velocidade em t = 2
segundos. Usando DFP com A = 0.1:

s(2+0.1)—s(2 s(2.1)—s(2
§'(2) ~ (+0'z (2) ( 0).1()

s(2.1) = (2.1)3 = 9.261

s(2) = (2)° = 8

§'(2) ~v 22018 — L2601 _ 19 6]

A derivada exata é s'(t) = 3t?, entao s'(2) = 3(2%) = 12. Nossa aproximacgao de 12.61 esta razoavelmente

proxima.



Diferencas Finitas Regressivas: Olhando
para o Passado

Assim como podemos olhar para o futuro, também podemos olhar para o passado para estimar a derivada. A
Diferenca Finita Regressiva (DFR) utiliza um ponto "atras" do ponto de interesse. A férmula é bastante similar

a progressiva, mas com uma pequena alteracao:

f(zo) — f(zo — h)

f'(zo) ~ r

Neste caso, estamos usando o valor da funcao em z, € em um ponto ligeiramente menor, z, — k. Voltando a
analogia da estrada, € como se vocé estivesse em um ponto e quisesse saber a inclinacao da subida, mas so
tivesse informacodes de um ponto que vocé acabou de passar. Vocé calcula a diferenca de altura entre onde
vocé esta e onde vocé estava, dividindo pela distancia percorrida.

Quando Usar DFR Precisao

A DFR é particularmente util em situacées onde Sua precisao, assim como a DFP, é influenciada
os dados "futuros" nao estao disponiveis ou sao pelo tamanho do passo h. Ambas as abordagens
incertos, como em simulacdes em tempo real (progressiva e regressiva) tém uma ordem de
onde so temos acesso aos dados passados e erro similar.

presentes.

Exemplo Pratico

Usando o mesmo exemplo da posicao s(t) = t3 e querendo estimar a velocidade em t = 2 segundos, com
h =0.1:

5(1.9) = (1.9)® = 6.859

§'(2) ~ 80859 — LI — 171,41

Comparando com a derivada exata de 12, a DFR (11.41) e a DFP (12.61) fornecem aproximacdes em lados
opostos do valor real. Isso nos da uma pista de que talvez haja uma forma de combinar essas informacodes
para uma estimativa ainda melhor.



Diferencas Finitas Centrais: O Melhor dos
Dois Mundos

Se a Diferenca Finita Progressiva olha para frente e a Regressiva olha para tras, a Diferenca Finita Central
(DFC) faz algo mais inteligente: ela olha para ambos os lados do ponto de interesse. Em vez de usar z, e
xo + h, OU g — h € zo, a DFC utiliza os pontos zo — h € 2o + h. A férmula é:

f(zo + h) — f(zo — h)
2h

f'(zo) ~

[J Por que é melhor? Pense nisso como calcular a inclinacdo de uma montanha usando dois pontos
equidistantes do seu ponto atual — um a sua frente e um atras. Ao fazer isso, vocé esta
essencialmente "centralizando" a aproximagao da inclinagao, o que tende a cancelar alguns dos
erros que surgem ao olhar apenas para um lado.

E como se vocé estivesse em uma balanca, tentando equilibrar as informacgées do passado e do futuro para
ter uma visao mais precisa do presente.

A DFC é geralmente mais precisa que a DFP e a DFR para o mesmo tamanho de passo h. Isso ocorre porque
ela tem uma ordem de erro superior, o que significa que o erro diminui mais rapidamente a medida que h se
torna menor. Por essa razao, a DFC é frequentemente a escolha preferida quando os dados permitem sua
aplicacao.

Exemplo Pratico

Continuando com s(t) = t* e estimando a velocidade em t = 2 segundos, com h = 0.1:

81(2) s s(2+0.;)>:0§£270.1) _ 3(2_1)(;25(1_9)
5(2.1) = 9.261
s(1.9) = 6.859

8/(2) ~ 9.261(;26.859 — 26%32 = 12.01

Observe como 12.01 esta muito mais proximo do valor exato de 12 do que as aproximacdes da DFP (12.61) e
DFR (11.41). Isso demonstra a superioridade da DFC em termos de precisao.



Comparando as Diferencas Finitas: Qual
Escolher?

Agora que exploramos as trés principais abordagens para a primeira derivada, € natural questionar qual delas
€ a melhor. A resposta, como em muitos problemas de engenharia e ciéncia, é: "depende". Cada método tem
suas vantagens e desvantagens, e a escolha ideal muitas vezes reside no contexto especifico do problema e
na disponibilidade dos dados.

Pense em um fotdografo que precisa capturar um momento. Ele pode tirar uma foto um pouco antes do evento
(regressiva), um pouco depois (progressiva), ou tentar pegar o exato momento (central). A foto do momento
exato (central) tende a ser a mais representativa, mas nem sempre é possivel. Se o evento ja passou, ele s6
tem as fotos anteriores. Se ainda ndo aconteceu, so6 pode prever.

A DFC geralmente oferece a melhor precisao para um dado h, mas exige que tenhamos dados disponiveis
tanto antes quanto depois do ponto de interesse. Em contrapartida, DFP e DFR sao mais flexiveis quando
estamos nos limites de um conjunto de dados (inicio ou fim) ou quando a coleta de dados é sequencial e nao
podemos "olhar para o futuro" (no caso da DFR) ou "para o passado" (no caso da DFP).

Diferenca Progressiva Inicio de séries de f(zog+ h) e f(z) Estimativa de
dados, previsao "para velocidade inicial de
frente" um foguete.

Diferenca Regressiva Fim de séries de f(zg) € f(xzg — h) Estimativa de
dados, analise "para velocidade final de um
tras" carro em teste de

colisao.

Diferenca Central Dados intermediarios, f(zg+ h) e f(zg— h) Anadlise de taxa de

maior precisao crescimento de uma

populacao em um
ponto médio.

A escolha do método tambéem impacta a complexidade da implementacao e, crucialmente, a analise de erro,
que é o proximo topico fundamental para qualquer especialista em analise numérica.



O Inimigo Invisivel: Entendendo o Erro de
Truncamento

Ao aproximar uma derivada, nao estamos obtendo o valor exato, mas sim uma estimativa. A diferenca entre o
valor exato e a aproximacao é o que chamamos de erro. Existem dois tipos principais de erro na diferenciacao
numerica: o erro de truncamento e o erro de arredondamento. Vamos comecar pelo erro de truncamento.

O erro de truncamento surge porque estamos "truncando" uma série infinita de termos. Lembre-se da Série
de Taylor, que nos permite representar uma funcdo como uma soma infinita de termos envolvendo suas
derivadas. Por exemplo, para f(zo + h):

h? h3
f(@o +h) = f(zo) + hf' (o) + 5 f"(z0) + 57 /" (o) + ..

Quando derivamos a férmula da Diferenca Finita Progressiva, por exemplo, estamos essencialmente pegando
apenas os primeiros termos da Seérie de Taylor e descartando o restante. Esse "descarte" é o que gera o erro
de truncamento. Para a DFP, o erro € da ordem de O(h), o que significa que ele é proporcional a h. Se h for
pequeno, o erro também sera pequeno, mas nao nulo.

Analogia Visual Importancia

Imagine que vocé esta tentando desenhar um A diferenca entre seu poligono e o circulo é o
circulo perfeito, mas so tem réguas e esquadros. erro de truncamento. Compreender esse erro
Vocé pode aproximar o circulo com um poligono vital para saber o quao confiavel é sua

de muitos lados. Quanto mais lados vocé usar aproximacao.

(analogo a um A menor), mais préximo do circulo
perfeito vocé chegara, mas nunca sera
exatamente um circulo.



O Erro de Truncamento em Detalhes: DFP,

DFR e DFC

Para aprofundar, vamos analisar a ordem do erro de truncamento para cada meétodo de diferenca finita. A

ordem do erro nos diz quao rapidamente o erro diminui a medida que o tamanho do passo h se torna menor.

01

02 03

Diferenca Finita
Progressiva (DFP)

O termo de erro dominante é
—L"(z0), 0 que significa que o

erro de truncamento é de ordem

O(h).

Diferenca Finita Regressiva Diferenca Finita Central
(DFR) (DFC)

f'(zo) = f'(zo) =
J':(i’/’())—f(iﬂo—h)Jr f(zo+h) — f(zo — h)

y %2 . 2h
5f//(wo) . Fj_1///($0) 4+ FJc///(ajo) _

Similarmente a DFP, o termo de Aqui, o termo de erro dominante é
. P 2 . o pe

erro dominante é 4 f"(z0), eoerro  — f”(z), 0 que significa que o

de truncamento também € de erro de truncamento é de ordem

ordem O(h). O(h3).

() A grande sacada da DFC: Ao combinar as informacodes de z, + h e z, — h, 0s termos de erro de

ordem h se cancelam, deixando um erro de ordem k2. Isso € uma vantagem significativa! Se h = 0.1,

um erro O(h) é 0.1, enquanto um erro O(h?) € 0.01. O erro da DFC é, portanto, muito menor para o

mesmo h.

E como se, ao olhar para frente e para tras, vocé conseguisse eliminar a "distorgdo" de uma perspectiva

unica, obtendo uma visao mais nitida.



O Outro Lado da Moeda: O Erro de
Arredondamento

Enquanto o erro de truncamento é inerente ao método numeérico que escolhemos, o erro de arredondamento
surge da forma como os computadores armazenam e manipulam numeros. Computadores tém uma precisao
finita; eles ndo podem representar todos 0s numeros reais com exatidao infinita. Cada operacao aritmética
(soma, subtracao, multiplicacao, divisao) pode introduzir pequenos erros de arredondamento.

Pense em uma calculadora com um numero limitado de casas decimais. Se vocé dividir 1 por 3, ela pode
mostrar 0.33333333. Mas 1/3 &, na verdade, 0.333... infinito. A diferenca entre o valor real e o valor
representado é o erro de arredondamento. Na diferenciacao numeérica, esse erro se torna particularmente
problematico quando h € muito pequeno.

Considere a formula da DFP: w Se h for extremamente pequeno, f(zo + h) € f(z,) serao valores muito

proximos. A subtracao de dois numeros muito préximos, que ja contém pequenos erros de arredondamento,
pode levar a uma perda significativa de precisao (fendbmeno conhecido como "cancelamento catastréfico").
O resultado dessa subtracao pode ter poucas casas decimais significativas, e ao dividir por um A minusculo, o
erro relativo pode explodir.

1 2 3
Dilema Mas... Solucao
Para reduzir o erro de Para evitar o erro de Existe um A 6timo que minimiza
truncamento, queremos h arredondamento, nao queremos a soma dos dois erros.
pequeno. h demasiadamente pequeno.

E como tentar afinar um instrumento: vocé ndo pode apertar demais a corda (erro de arredondamento) nem
deixa-la muito frouxa (erro de truncamento).



O Equilibrio Delicado: Erro Totale o h
Otimo

A precisao de uma aproximacao de derivada humérica € um jogo de cabo de guerra entre o erro de
truncamento e o erro de arredondamento. O erro total € a soma desses dois componentes.

Erro de Truncamento Erro de Arredondamento

e Diminui a medida que h diminui e Aumenta a medida que h diminui

o Para DFP/DFR, é O(h) o Devido a perda de significancia na subtracao

e Para DFC, é O(h?) e Causado pela precisao finita dos computadores

Isso significa que existe um valor de h que é "6timo", onde o erro total € minimizado. Se h for muito grande, o
erro de truncamento dominara. Se h for muito pequeno, o erro de arredondamento se tornara o principal vilao.
Encontrar esse h 6timo € um desafio pratico na analise numérica e muitas vezes requer experimentacao ou
analises mais sofisticadas.

[ Precisao Computacional: Em linguagens como Python (com NumPy) ou MATLAB, a preciséo de
ponto flutuante é geralmente dupla (64 bits), o que oferece cerca de 15-17 digitos decimais de
precisao. Mesmo assim, para funcdes com derivadas de alta ordem ou em pontos especificos, a
escolha do h ainda é crucial.

Um engenheiro, por exemplo, ao simular o comportamento de uma estrutura, precisa garantir que o h
escolhido para calcular as taxas de deformacao nao comprometa a integridade dos resultados devido a esses
erros.

A compreensao desses dois tipos de erro ndo € apenas teorica; ela é fundamental para a aplicacao pratica da
diferenciacdao numérica. Sem essa consciéncia, podemos estar gerando resultados que parecem corretos,
mas que na verdade estao distorcidos por limitagdes computacionais ou metodoldgicas.



Formulas para Derivadas de Ordem
Superior: Indo Alem da Primeira

Até agora, focamos na primeira derivada, que nos da a taxa de mudanca instantdanea. Mas e se precisarmos
da taxa de mudanca da taxa de mudanca, ou seja, a segunda derivada? Ou até mesmo derivadas de ordens
superiores? A boa noticia € que os principios das diferencas finitas podem ser estendidos para calcular essas
derivadas também.

Pense na segunda derivada como a aceleracao de um objeto. Se a primeira derivada é a velocidade (taxa de
mudanca da posicao), a segunda derivada é a taxa de mudanca da velocidade. Para calcula-la
numericamente, podemos aplicar a ideia da diferenca finita duas vezes. Uma forma comum de derivar a
formula para a segunda derivada é usar a Diferenca Finita Central.

Podemos expressar f'(zy) usando DFC:

f’(mO + h/2) ~ fgmo—l-hh}—f[aco!

f'(wo — h/2) o HEflm=t)

Agora, para a segunda derivada, aplicamos a DFC a prépria primeira derivada:

f'(zo+h/2) — f'(xo — h/2)
h

" ~
f (5'30) ~
Substituindo as aproximacoes das primeiras derivadas, obtemos a féormula para a segunda derivada central:

f(zo+h) —2f(x0) + f(zo — h)
h2

f”(a:()) ~

[J Precisao: Essa formula € amplamente utilizada e tem um erro de truncamento de ordem O(h?), 0 que
a torna bastante precisa. E como se, para entender a aceleraco, vocé precisasse comparar a
velocidade que voceé tinha um pouco antes com a velocidade que vocé tem um pouco depois, e ver
como essa diferenca de velocidades mudou ao longo do tempo.



Aplicacoes das Derivadas de Ordem
Superior

As derivadas de ordem superior ndo sao apenas abstracées matematicas; elas tém um papel crucial em
diversas areas. A segunda derivada, por exemplo, é fundamental para entender a concavidade de uma
funcao, identificar pontos de inflexado e, em fisica, representa a aceleracao.

& C @

Engenharia Mecanica Financas Processamento de

A segunda derivada da posicao é A segunda derivada de uma Imagens

a aceleracao, essencial para o funcao de preco de opcao em A segunda derivada é usada para

projeto de veiculos e estruturas. relagcao ao preco do ativo deteccao de bordas, pois ela é
subjacente é conhecida como sensivel a mudancas rapidas na
"Gamma", que mede a taxa de intensidade dos pixels.

mudanca do Delta (primeira
derivada).

Exemplo Pratico (Segunda Derivada)

Vamos estimar a aceleragao de um objeto cuja posicao € s(t) = t* em t = 1. A segunda derivada exata é
s"(t) = 12¢%, entdo s"(1) = 12. Usando a formula da segunda derivada central com h = 0.1:

 s(140.1)—25(1)4s(1-0.1) _ s(1.1)—2s(1)+5(0.9)
s"(1) ~ 0.1)2 = 0.01

s(1.1) = (1.1)* = 1.4641

$(0.9) = (0.9)* = 0.6561

" . 1.4641-2(1)4-0.6561 _  1.4641-240.6561 __ 0.1202 __
s'(1) =~ 0.01 = 0.01 = Soo01 — 12.02

Novamente, a aproximacao (12.02) esta muito préxima do valor exato (12), demonstrando a eficacia do
meétodo.



Generalizando para Derivadas de Ordem
Superior e Aplicacoes Computacionais

A l6gica de estender as diferencas finitas para derivadas de ordem superior pode ser generalizada. Existem
tabelas de coeficientes de diferencas finitas para derivadas de qualquer ordem, utilizando diferentes numeros
de pontos (esquemas de 3 pontos, 5 pontos, etc.). Quanto mais pontos sao usados, maior a ordem de
precisao do esquema (menor o erro de truncamento), mas também maior a complexidade e a sensibilidade ao
erro de arredondamento.

Em ambientes computacionais modernos, como Python com a biblioteca SciPy ou MATLAB, essas férmulas ja
estao implementadas. Por exemplo, scipy.misc.derivative ou numpy.gradient podem calcular derivadas
numeéricas. Embora essas ferramentas facilitem a vida, a compreensao dos principios subjacentes (diferencas
finitas, erros de truncamento e arredondamento) é crucial para usa-las de forma eficaz e interpretar seus
resultados criticamente.

Conectando com Ferramentas Computacionais

A 19 %

NumPy SciPy Otimizacao
Manipular arrays de dados de Aplicar féormulas de Resolver problemas
forma eficiente diferenciacdo numeérica complexos de forma eficiente

Imagine que vocé esta desenvolvendo um algoritmo de otimizacao que precisa encontrar o minimo de uma
funcao. Muitos desses algoritmos (como o0 método de Newton) dependem do calculo da primeira e segunda
derivada (gradiente e Hessiana). Se a funcao for complexa, a diferenciacao numérica se torna a Unica opcao
pratica. Usar NumPy para manipular os arrays de dados e SciPy para aplicar as formulas de diferenciacao
numeérica permite resolver problemas complexos de forma eficiente.

A capacidade de calcular derivadas numericamente € uma habilidade fundamental para quem trabalha com
modelagem, simulacao e analise de dados em qualquer campo cientifico ou de engenharia. Ela nos permite
extrair informacdes dinamicas de dados estaticos, transformando observacées em insights acionaveis.



O Poder da Analise Numeérica na
Resolucao de Problemas Reais

A diferenciacao numeérica nao é apenas um exercicio académico; ela € uma ferramenta vital para resolver
problemas complexos que surgem em diversas areas. Desde a engenharia, onde se calcula a tensao e
deformacao em materiais, até a economia, onde se modela a taxa de crescimento de mercados, a capacidade
de estimar derivadas a partir de dados discretos € indispensavel.

Ciéncia de Dados

|dentificar pontos de mudanca
abrupta em séries temporais
de dados financeiros. A
primeira derivada indica a
velocidade de mudanca,
enquanto a segunda derivada
aponta para aceleracdes ou
desaceleracodes significativas.

Engenharia de Controle

Projetar sistemas para manter
a temperatura de um forno
industrial constante. A taxa de
variacao da temperatura é
obtida por diferenciacao

numeérica dos dados coletados

pelos sensores.

Analise Estrutural

Calcular tensoes e
deformacdes em materiais sob
carga, essencial para garantir
a seguranca de pontes,
edificios e veiculos.

A integracao com ferramentas computacionais, como Python e suas bibliotecas, eleva a diferenciacao
numerica de um conceito tedrico a uma solucao pratica e escalavel. Vocé nao apenas entende "como"
calcular, mas também "como fazer" isso de forma eficiente em um ambiente de trabalho real. Essa é a
esséncia da analise numérica: transformar desafios matematicos em solugcdes computacionais robustas.



Desafios e Consideracoes Avancadas

Embora as diferencas finitas sejam poderosas, elas nao estao isentas de desafios. Além dos erros de
truncamento e arredondamento, a escolha do tamanho do passo h é crucial e, muitas vezes, nao trivial. Para
funcdes "ruidosas" (com flutuacdes aleatodrias nos dados), a diferenciacao numérica pode amplificar esse
ruido, tornando a derivada estimada muito instavel. Nesses casos, técnicas de suavizacao de dados ou
metodos de diferenciacao numeérica mais robustos podem ser necessarios.

Dados Ruidosos Multiplas Dimensoes Evolucao Continua
A diferenciacdo numérica Para funcodes de varias Novos algoritmos e

pode amplificar flutuacdes variaveis, a diferenciacao métodos de otimizacao
aleatorias, tornando as se estende para derivadas continuam a impulsionar o
estimativas instaveis. parciais e gradientes, desenvolvimento de
Técnicas de suavizacao sao mantendo 0 mesmo técnicas mais eficientes e
necessarias. conceito fundamental. precisas.

Outra consideracao € a aplicacao em multiplas dimensdes. Para funcdes de varias variaveis, a diferenciacao
numeérica se estende para o calculo de derivadas parciais e gradientes, que sao vetores de derivadas parciais.
O conceito permanece o mesmo: aproximar a taxa de mudanca em uma direcao especifica, mantendo as
outras variaveis constantes.

A constante evolucao da computacao e dos algoritmos de otimizagcao continua a impulsionar o
desenvolvimento de métodos de diferenciacao numérica mais eficientes e precisos. A compreensao dos
fundamentos que abordamos nesta aula é a base soélida para explorar essas técnicas avancadas e aplica-las
com confianca em sua jornada profissional e académica.



Sintese e Conexao com o Futuro

Nesta aula, desvendamos o universo da diferenciacao numeérica, uma ferramenta essencial para extrair
informacodes sobre taxas de mudanca a partir de dados discretos. Comecamos com as aproximacdoes da
primeira derivada — progressiva, regressiva e central — entendendo suas mecanicas e precisoes relativas.
Aprofundamos na analise dos erros de truncamento e arredondamento, compreendendo o delicado equilibrio
na escolha do tamanho do passo h. Por fim, estendemos nosso conhecimento para calcular derivadas de
ordem superior, revelando sua importancia em diversas aplicacoes.

Em pratica:

e Use DFC para maior precisao quando dados simétricos estiverem disponiveis.
e Opte por DFP ou DFR em bordas de dados ou fluxos sequenciais.

e Esteja ciente do h 6timo para minimizar o erro total.

e Utilize ferramentas como NumPy/SciPy para implementacdes eficientes.

® A segunda derivada é crucial para aceleracao e concavidade.

A jornada pela analise numérica continua. Na proxima aula, mergulharemos em um topico igualmente
fascinante e interligado: a solucao numeérica de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Muitas vezes, as
EDOs descrevem a evolucao de sistemas ao longo do tempo, e sua solucao depende diretamente da
compreensao das taxas de mudanca que exploramos hoje.

() Proxima Aula: Aula 24 - Problemas de Valor Inicial e Método de Euler

Recursos Adicionais

e Livro "Analise Numérica" de Burden & Faires: Para aprofundamento tedrico e exemplos.
e« Documentacao SciPy (Python): Para explorar implementacdes praticas em codigo.

e Artigos sobre Diferenciacao Automatica (AD): Para uma visdo de técnicas mais avangadas de calculo de
derivadas.



Autoavaliacao

—————

Qual das seguintes afirmacoes sobre O erro de truncamento na
a Diferenca Finita Central (DFC) esta diferenciacao numeérica:
7

correta: 1. Aumenta a medida que o tamanho do passo h
1. A DFC é geralmente menos precisa que a diminui.

Diferenca Finita Progressiva para o mesmo 2. E causado pela precisao finita dos

tamanho de passo h. computadores.
2. O erro de truncamento da DFC € de ordem 3. Resulta da aproximacado de uma série infinita

O(h), similar ao da DFP. de termos por um nimero finito de termos.

3. A DFC utiliza pontos simetricamente 4. E sempre menor que o erro de
localizados em relacao ao ponto de interesse, arredondamento para qualquer valor de k.
resultando em maior precisao.

4. A DFC é ideal para estimar derivadas em
pontos iniciais de uma série de dados, onde

dados futuros nao estao disponiveis.

I  a

Ao calcular a segunda derivada de Qual é o principal desafio ao escolher
uma funcao f(z) em um ponto z, um tamanho de passo
usando diferencas finitas, a formula extremamente pequeno na
mais comum e precisa (com erro O(h?) diferenciacao numérica?
) envolve os valores da fungéo em: 1. Aumento do erro de truncamento.
1. f(zo0) € f(zo + h). 2. Aumento do erro de arredondamento.
2. f(=zo), f(zo —h) € f(zo + h). 3. Diminuigcdo da ordem de precisdo do método.
3. f(zo—h)e f(zo+ h). 4. Impossibilidade de aplicar as férmulas de
4. Apenas f(zo). diferencas finitas.
Gabarito:
1. c) 2.¢) 3.b) 4. b)

Questao Discursiva

Explique a importancia de considerar tanto o erro de truncamento quanto o erro de arredondamento na
escolha do tamanho do passo h para um calculo de derivada numeérica, e como esses dois tipos de erro se
comportam em relacao a h.

() NOTA IMPORTANTE: As informacdes regulatérias/legais/técnicas desta aula estdo atualizadas até
2025. Consulte sempre fontes oficiais para verificar alteracodes.



