Aula 22 - Quadratura Gaussiana

Imagine que vocé precisa calcular a area sob uma curva complexa, talvez para determinar o volume de um
reservatorio de formato irregular ou a probabilidade de um evento financeiro. Na pratica, muitas dessas
funcdes nao tém uma solucao analitica simples para a integral. E aqui que a integracdo numérica entra em
cena, oferecendo ferramentas poderosas para aproximar esses valores. Métodos como a regra do trapézio ou
de Simpson sao intuitivos e funcionam bem, mas muitas vezes exigem um numero muito grande de pontos
para atingir a precisao desejada, o que pode ser custoso em termos computacionais.

A busca por eficiéncia e precisao € constante em qualquer area técnica. Em Analise Numérica, isso significa
encontrar maneiras de obter resultados mais exatos com menos esforco computacional. A Quadratura
Gaussiana surge exatamente como uma resposta a esse desafio, prometendo uma otimizacao significativa na
forma como escolhemos os pontos para avaliar uma funcao e, consequentemente, calcular sua integral. Ela
nao apenas melhora a precisao, mas também otimiza o tempo de processamento, um fator crucial em
aplicacées que vao da engenharia a ciéncia de dados.

Nesta aula, nosso objetivo € desvendar os segredos da Quadratura Gaussiana. Vocé sera capaz de
compreender como a escolha estratégica de pontos e pesos pode revolucionar a precisao da integracao
numeérica. Exploraremos em detalhes a Integracao de Gauss-Legendre, que € a forma mais comum da
quadratura gaussiana, e faremos uma comparacao direta com os métodos de Newton-Cotes, que vocé
provavelmente ja conhece. Ao final, vocé tera uma visao clara de quando e como aplicar essa técnica
avancada, conectando a teoria com as aplicacdes praticas que impulsionam diversas areas profissionais.



O Desafio da Integracao Numerica e a
Busca por Eficiencia

s Q

Métodos Tradicionais O Custo da Precisao A Questao Central
Regra do trapézio e Simpson Muitos pontos de avaliacao = Como escolher pontos de
dividem a area em segmentos alto custo computacional forma mais estratégica?
simples

Quando nos deparamos com a necessidade de calcular uma integral definida, mas a funcao € complexa
demais para ser resolvida analiticamente, recorremos aos métodos numeéricos. Vocé ja deve ter se
familiarizado com abordagens como a regra do trapézio ou a regra de Simpson, que dividem a area sob a
curva em segmentos mais simples e somam suas areas. Esses métodos sao a base da integracao numerica e
sao relativamente faceis de entender e implementar.

[J Desafio de Amostragem: Se vocé quer estimar a média de altura de uma populacao, nao precisa
medir cada pessoa. Vocé seleciona uma amostra. A questao é: como selecionar a "melhor" amostra?

No entanto, a simplicidade desses métodos vem com um custo: para alcancar uma alta precisao, geralmente
precisamos subdividir o intervalo de integracao em um numero muito grande de subintervalos. Isso significa
avaliar a funcao em muitos pontos, o que pode ser computacionalmente intensivo, especialmente para
funcdes complexas ou em cenarios onde a integracao precisa ser feita repetidamente, como em simulacées
ou modelos financeiros. A questao que surge €é: sera que existe uma maneira mais inteligente de escolher
esses pontos de avaliagao?

Pense nisso como um desafio de amostragem. Se vocé quer estimar a média de altura de uma populacao, nao
precisa medir cada pessoa. Vocé seleciona uma amostra. A questao é€: como selecionar a "melhor" amostra?
Nos metodos tradicionais, a "amostra" é sempre igualmente espacada. Mas e se pudéssemos escolher os
pontos de amostragem de forma mais estratégica, concentrando-os onde a funcao muda mais rapidamente
ou onde sua contribuicdo para a integral é mais significativa? E exatamente essa a premissa que a Quadratura
Gaussiana explora, buscando maximizar a precisao com o menor humero possivel de avaliacdes da funcao.



A ldeia Central da Quadratura Gaussiana:
Pontos Otimos

Mudanca de Paradigma

A Quadratura Gaussiana nao € apenas mais um Pontos + Pesos étimos

meétodo de integracdo numeérica; ela representa uma

mudanca de paradigma. Enquanto os métodos de Em vez de fixar os pontos, ela os escolhe de forma
Newton-Cotes (como o trapézio e Simpson) utilizam "6tima", juntamente com pesos especificos para
pontos de avaliacao igualmente espacados dentro cada um desses pontos.

do intervalo, a Quadratura Gaussiana adota uma
abordagem mais sofisticada.

Essa ideia de "pontos 6timos" pode parecer um pouco abstrata a primeira vista. Para entender melhor,
imagine que vocé esta tentando equilibrar uma gangorra. Se vocé colocar pesos iguais em distancias iguais
do centro, ela pode nao ficar perfeitamente equilibrada, dependendo do formato da gangorra. Mas se vocé
pudesse escolher nao s6 onde colocar os pesos, mas tambeém o tamanho de cada peso, vocé conseguiria um
equilibrio perfeito com muito menos esfor¢co. Na Quadratura Gaussiana, os "pontos" sdo onde vocé avalia a
funcao, e os "pesos" sao a importancia que cada avaliacao tem na soma final.

01 02 03

Pontos Estratégicos Pesos Calculados Maxima Precisao

Escolha matematicamente Importancia especifica para cada Exata para polindbmios de grau até
otimizada dos pontos de avaliacdo ponto na soma final 2n-1com n pontos

A grande sacada é que esses pontos e pesos nao sao arbitrarios. Eles sdo matematicamente derivados para
garantir a maxima precisao para um dado numero de avaliacdes. Essa derivacao esta ligada a teoria dos
polinbmios ortogonais, que sao funcdes especiais com propriedades muito uteis para a integracao. Ao inveés
de simplesmente somar areas de trapézios ou parabolas, a Quadratura Gaussiana constroi uma aproximacao
que e exata para polindbmios de grau elevado, o que a torna incrivelmente eficiente para funcdes suaves e
bem comportadas.



Gauss-Legendre: A Escolha dos
Polinomios Ortogonais

(J Por que "Legendre"?

O nome se refere aos Polindmios de Legendre, que sao a chave para determinar os pontos e pesos
otimos. Esses polindmios possuem uma propriedade matematica fascinante: eles sao ortogonais em
relacdao a um certo produto interno no intervalo [-1, 1].

A Quadratura Gaussiana é uma familia de métodos, e a mais conhecida e amplamente utilizada é a Integracao
de Gauss-Legendre. O "Legendre" no nome nao € por acaso; ele se refere aos Polindmios de Legendre, que
sao a chave para determinar os pontos e pesos 6timos que mencionamos. Esses polindbmios possuem uma
propriedade matematica fascinante: eles sao ortogonais em relacao a um certo produto interno no intervalo
[-1, 1]. Essa ortogonalidade é o que permite a construcao de uma féormula de quadratura tao poderosa.

£ @) 5[8

Polindmio de Legendre Raizes = Nos Pesos Calculados

Grau n para n pontos Zeros do polindmio sao os Exata para grau até 2n-1
pontos de avaliacao

Para cada numero de pontos n que desejamos usar na integracao, existe um Polindmio de Legendre de grau
n. As raizes (ou zeros) desse polindmio sao precisamente os pontos de avaliacao (os "n6s" ou "abscissas")
que a Quadratura de Gauss-Legendre utiliza. Uma vez que 0os nos sao determinados, 0S pesos
correspondentes sao calculados de forma que a férmula de quadratura seja exata para polindbmios de grau até
2n-1. Isso significa que, com apenas dois pontos, podemos integrar exatamente qualquer polindmio de grau
até 3! Com trés pontos, até grau 5, e assim por diante.

Exemplo: Regra de Gauss-Legendre de 2 Pontos

Nos: aproximadamente -0.57735 e 0.57735
Pesos: ambos 1.0

Formula:

1
/ f(z)de ~1- f(—0.57735) +1- f£(0.57735)
~1

Essa regra, apesar de usar apenas duas avaliacdes da funcao, é capaz de integrar exatamente qualquer
polindbmio de grau 3 ou inferior no intervalo [-1, 1].

Compare isso com a regra de Simpson, que usa trés pontos (os extremos e o ponto medio) e é exata para
polindbmios de grau 3. A Gauss-Legendre consegue a mesma precisao com um ponto a menos, demonstrando
sua eficiéncia superior.



Detalhando a Integracao de Gauss-
Legendre (Transformacao de Intervalo)

1 2 3
O Desafio A Solucao O Resultado
Pontos e pesos padrao sao Transformacao linear mapeia Aplicacao universal em
definidos para o intervalo [-1, [a, b] para [-1, 1] qualquer intervalo

1]

Um detalhe crucial na aplicacao da Integracao de Gauss-Legendre € que 0s pontos e pesos padrao sao
definidos para o intervalo de integracao [—1,1]. No entanto, na maioria dos problemas praticos, precisamos
integrar fungdes em um intervalo arbitrario [a,b]. Como fazemos para aplicar essa poderosa ferramenta a
qualquer intervalo que nao seja o padrao? A resposta esta em uma transformacao linear simples, mas
engenhosa.

[J Transformacao de Variavel

A relacao entre x e t € dada por:

b— at n a-+b
Tr —
2 2
E o diferencial dx se torna:
b—a
dr = dt
TT

Essa transformagao nos permite "mapear" o intervalo [a, b] para o intervalo padréo [—1,1]|. Se temos uma
integral que queremos calcular no intervalo [a, b], OU seja, f:f(m)da:, podemos fazer uma mudanca de variavel
para que a nova variavel de integracao, digamos t, varie de —1 a 1. A relacao entre z e t € dada por:

b—a a-+b
Tr = t+
2 2
E, consequentemente, o diferencial dz se torna:
b—a
dx = dt
2

Substituindo essas expressodes na integral original, obtemos:

b 1 b—a a+b)b—a
x)dxr = d
/af() /1f<2t+2 i

Agora, a integral esta no formato ideal para aplicar a regra de Gauss-Legendre. Basta avaliar a nova funcao

(que inclui a transformacao de z) nos nés de Gauss-Legendre t; e multiplicar pelos pesos w;, e pelo fator de
escala %2,

Na Pratica

o . , Ferramentas
Vocé ngo precisa se preocupar em recalcular os nos e pesos
para cada novo intervalo. Vocé simplesmente aplica a e SciPy (Python)
transformacéo a sua fungao e, em seguida, usa os valores e MATLAB

tabelados dos nos e pesos de Gauss-Legendre para o intervalo
[-1, 1].

e Transformacao automatica

Ferramentas computacionais como SciPy em Python ou MATLAB ja incorporam essa transformacao, tornando
a aplicacao da Quadratura Gaussiana em qualquer intervalo uma tarefa direta para o usuario, focando na
funcéo a ser integrada e nos limites do intervalo.



Comparando com os Métodos de Newton-
Cotes: Precisao vs. Simplicidade

Até agora, exploramos a sofisticacao da Quadratura Gaussiana. Mas como ela se compara aos métodos de
integracdo numeérica que vocé ja conhece, como as regras do Trapézio e de Simpson, que sao exemplos
classicos dos métodos de Newton-Cotes? A principal diferenca reside na forma como os pontos de avaliacao
sao escolhidos e, consequentemente, na precisao que cada método pode alcancar para um dado numero de
pontos.

Newton-Cotes

Pontos igualmente espacados

e Intuitivo e facil
e Polinbmio de interpolacao

e Precisao limitada

Quadratura Gaussiana

Pontos otimizados

Maxima precisao

Raizes de Legendre

Eficiéncia superior

Os métodos de Newton-Cotes sao baseados na ideia de aproximar a funcao a ser integrada por um polinédmio
de interpolacao que passa por pontos igualmente espacados no intervalo. A regra do trapézio usa um
polindmio de grau 1 (uma linha reta), e a regra de Simpson usa um polindmio de grau 2 (uma parabola). Essa
escolha de pontos igualmente espacados torna esses métodos muito intuitivos e faceis de implementar
manualmente. No entanto, a precisao é limitada; para funcdes que variam muito, € necessario um grande
numero de pontos para obter um resultado satisfatorio.

Analogia: E como comparar uma régua comum com um instrumento de medic&o a laser: ambos medem,
mas o laser oferece uma precisao muito maior, embora exija um entendimento um pouco mais técnico para
ser operado.

A Quadratura Gaussiana, por outro lado, abandona a simplicidade dos pontos igualmente espacados em favor
de uma precisao superior. Ao escolher os pontos e pesos de forma otimizada (como as raizes dos Polindbmios
de Legendre), ela consegue integrar polinbmios de grau muito mais alto com o mesmo numero de avaliacdes
da funcéo. E como comparar uma régua comum com um instrumento de medicdo a laser: ambos medem, mas
o laser oferece uma precisao muito maior, embora exija um entendimento um pouco mais técnico para ser
operado.

[J Quando Usar Cada Método?
Quadratura Gaussiana: Quando a precisao € primordial e o custo de avaliar a funcao é alto.

Newton-Cotes: Para introducao, calculos rapidos, ou quando a funcao € "bem comportada".

Em esséncia, a Quadratura Gaussiana € a escolha quando a precisao é primordial e o custo de avaliar a
funcao é alto. Se vocé precisa de resultados altamente exatos com 0 menor numero possivel de calculos, a
abordagem gaussiana brilha. Os métodos de Newton-Cotes, por sua vez, sao excelentes para introducao,
para calculos rapidos onde a precisao extrema nao é critica, ou quando a funcao é "bem comportada" e nao
exige uma otimizacao tao agressiva dos pontos de avaliacao.



Vantagens e Desvantagens da Quadratura
Gaussiana

Como toda ferramenta poderosa, a Quadratura Gaussiana vem com suas proprias vantagens e desvantagens,

e entender esses trade-offs € crucial para saber quando aplica-la de forma eficaz. A escolha do método de

integracao numeérica ideal sempre dependera das caracteristicas da funcao, da precisao exigida e dos

recursos computacionais disponiveis.

v Vantagens

Alta Precisao para Poucos Pontos: Com n
pontos, integra exatamente polindmios de
grau até 2n-1

Eficiéncia Computacional: Menos
avaliacOes da funcao para atingir precisao

Ideal para Funcoes Suaves: Convergéncia

x Desvantagens

No6s Nao Igualmente Espacados: Menos
intuitivo, requer tabelas ou software

Dificuldade em Adicionar Pontos: Novos
nos e pesos para cada n

Sensibilidade a Descontinuidades:
Precisao depende da suavidade da funcao

rapida para funcdes derivaveis

Quadro Comparativo: Newton-Cotes vs. Gauss-Legendre

Caracteristica Métodos de Newton-Cotes Quadratura Gauss-Legendre

Escolha dos Pontos Igualmente espacados Otimizados (raizes de Legendre)

Pesos Fixos, baseados na largura Otimizados, derivados dos

polindmios

Precisao (n pontos) Exata para grau n-1 (ou n) Exata para grau até 2n-1

Simplicidade Alta, facil implementacao manual Meédia/Baixa, requer

tabelas/software

Reutilizacao de Pontos Sim (em algumas variantes) Nao (novos nds e pesos para

cadan)

Aplicacao Tipica Introducao, precisao moderada Alta precisao, funcdes suaves



Aplicacoes Praticas da Quadratura

Gaussiana

A Quadratura Gaussiana nao € apenas um conceito tedérico elegante; ela € uma ferramenta de trabalho

essencial em diversas areas da ciéncia e engenharia, onde a precisao e a eficiéncia na integracao numérica

sao cruciais. Sua capacidade de obter resultados altamente precisos com um numero reduzido de avaliacdes

da funcao a torna indispensavel em cenarios complexos.

b

Engenharia

Amplamente utilizada em métodos de elementos
finitos (MEF). Ao simular o comportamento de
estruturas, fluidos ou campos eletromagnéticos,
integrais complexas precisam ser calculadas em cada
elemento da malha. O uso da Quadratura Gaussiana
permite que essas integracoes sejam feitas de forma
muito eficiente, acelerando o processo de simulacao
sem comprometer a precisao dos resultados de
analise de tensdes, deformacdes ou fluxo.

7

Financas

A precificacao de opcoes e outros derivativos
frequentemente envolve o calculo de integrais de
funcées de densidade de probabilidade complexas. A
eficiéncia da Quadratura Gaussiana € valiosa aqui,
pois permite que modelos financeiros sejam
executados rapidamente, fornecendo avaliagcdes de
risco e precos de ativos em tempo real, o que é
critico em mercados volateis.

um longo e sinuoso caminho.

%R

Fisica

Especialmente em areas como mecanica quantica e
eletromagnetismo, muitas equacdes envolvem
integrais que nao podem ser resolvidas
analiticamente. A Quadratura Gaussiana oferece um
meio robusto para calcular essas integrais, seja para
determinar probabilidades de estados quanticos,
campos elétricos ou magnéticos em geometrias
complexas, ou para resolver problemas de difracao e
interferéncia.

—

&

Ciéncia de Dados

Onde a otimizacao e a inferéncia estatistica sao
centrais, a integracao numeérica aparece. Por
exemplo, no calculo de verossimilhancas ou ha
marginalizacao de distribuicdes de probabilidade em
modelos bayesianos, a Quadratura Gaussiana pode
ser empregada para acelerar esses calculos,
especialmente quando as funcdes envolvidas sao
suaves e bem-comportadas.

Analogia: E como ter um atalho de alta velocidade para chegar a um destino que, de outra forma, exigiria



Integracao com Ferramentas
Computacionais

(J A BoaNoticia

Vocé nao precisa calcular manualmente as raizes dos Polinbmios de Legendre ou 0s pesos
correspondentes para cada problema. Bibliotecas e softwares especializados ja vém com essas
funcionalidades prontas para uso!

A beleza da Quadratura Gaussiana, apesar de sua complexidade tedrica na derivacao dos nés e pesos, é que
sua aplicacao pratica se tornou incrivelmente acessivel gracas as modernas ferramentas computacionais.
Vocé nao precisa calcular manualmente as raizes dos Polindmios de Legendre ou 0s pesos correspondentes
para cada problema. Bibliotecas e softwares especializados ja vém com essas funcionalidades prontas para
uso, permitindo que vocé se concentre na modelagem do problema e na interpretacao dos resultados.

R e

Python (SciPy) MATLAB

A biblioteca SciPy € um verdadeiro canivete Ambientes como MATLAB também fornecem
suico para computacao cientifica. O modulo funcdes robustas para integracao numerica,
scipy.integrate oferece fungdées como quad (para incluindo meétodos baseados em Quadratura
integracao adaptativa geral) e fixed_quad (para Gaussiana. A funcgao integral do MATLAB pode
quadratura gaussiana com um numero fixo de ser configurada para usar diferentes métodos de
pontos). quadratura.

scipy.integrate.fixed_quad(f, a, b, n=3)

. . ”
Por que isso importa? A relevancia de integrar a Quadratura Gaussiana com essas

e Alinha com tendéncias atuais ferramentas é imensa. Ela alinha o curso com as tendéncias
atuais, onde a capacidade de aplicar métodos numéricos
avancados usando linguagens de programacao e bibliotecas

e Habilidade fundamental

* Aplicagao pratica imediata especializadas € uma habilidade fundamental.

e Sem reinventar a roda

Isso permite que estudantes e profissionais resolvam problemas complexos de forma eficiente, transpondo a
teoria para a pratica profissional em areas como engenharia, fisica, financas e ciéncia de dados, sem a
necessidade de reinventar a roda matematica a cada nova integral.



Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim de nossa jornada pela Quadratura Gaussiana, um método que redefine a eficiéncia e a
precisao na integracao numeérica. Vimos que, ao contrario dos métodos de Newton-Cotes que usam pontos
igualmente espacados, a Quadratura Gaussiana escolhe estrategicamente os "nos" e "pesos" para maximizar
a precisao com o menor numero de avaliacdes da funcao. A Integracao de Gauss-Legendre, baseada nos
Polindbmios de Legendre, € a principal representante dessa familia, oferecendo uma capacidade
impressionante de integrar polindmios de alto grau com poucos pontos, apds uma simples transformacao de

intervalo.

Aplicacao Universal

Transformacao para qualquer
intervalo

Compreender a Quadratura Gaussiana € ter em maos uma ferramenta poderosa para resolver problemas
complexos em diversas areas, desde a engenharia até as financas. Ela nos ensina que, muitas vezes, a
inteligéncia na escolha dos pontos de amostragem é mais valiosa do que a quantidade bruta de amostras.

(J Em Pratica

Ao se deparar com uma integral numerica, considere a Quadratura Gaussiana quando a precisao for
critica e o custo de avaliacao da funcao for alto. Lembre-se de que, para funcdes suaves, ela
oferece uma convergéncia rapida e resultados excelentes. Utilize bibliotecas como SciPy em Python
ou MATLAB para implementar esses métodos de forma eficiente, focando na formulagao do
problema e na interpretacao dos resultados, em vez dos detalhes matematicos da derivacao dos nés

e pesos.
Autoavaliacao

1 AQual é a principal vantagem da 2 Alntegracao de Gauss-Legendre é
Quadratura Gaussiana em tipicamente definida em qual
comparacao com os métodos de intervalo padrao?
Newton-Cotes para um numero fixo 101
de pontos?

2. [a,b]

1. Maior simplicidade de implementacao 3. 11

manual. . ’

. ~ . 4. [—O0,00]

2. Pontos de avaliagao igualmente

espacados.
3. Capacidade de integrar exatamente

polinbmios de grau superior.
4. Menor sensibilidade a descontinuidades na

funcao.

3 Seumaregrade Gauss-Legendre 4 Qual das seguintes ferramentas
utiliza 3 pontos, qual é o grau computacionais € comumente
maximo de polinémio que ela pode utilizada para implementar a
integrar exatamente? Quadratura Gaussiana em Python?
1. 3 1. Pandas
2. 4 2. Matplotlib
3. 5 3. SciPy
4. 6 4. Scikit-learn

Gabarito: 1.c; 2.¢c; 3.¢c; 4. c.

[J Questao Discursiva

Explique como a transformacao de intervalo € fundamental para a aplicacao pratica da Integracao
de Gauss-Legendre em problemas reais, e por que ela é necessaria.



Proxima Aula

Aula 23: Diferenciacao Numérica

Proxima Aula: Na Aula 23, exploraremos outro pilar da Analise Numérica: a Diferenciacao Numeérica. Assim
como a integracao, a diferenciacao de funcdes complexas pode ser desafiadora analiticamente, e métodos
numericos nos oferecem solucdes eficientes e precisas.

Recursos Adicionais

= Livros de Analise .. Documentacao do | Cursos Online de
Numérica SciPy (Python) Computacao Cientifica
Para aprofundar a teoria e ver Para explorar as funcodes de Para praticar a implementacao
mais exemplos integracao e suas opgoes em Python ou MATLAB

[ NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estdo atualizadas até 2025. Consulte

sempre fontes oficiais e a documentacao das bibliotecas para verificar alteracdes e novas
funcionalidades.



