
Aula 22 – Quadratura Gaussiana
Imagine que você precisa calcular a área sob uma curva complexa, talvez para determinar o volume de um 
reservatório de formato irregular ou a probabilidade de um evento financeiro. Na prática, muitas dessas 
funções não têm uma solução analítica simples para a integral. É aqui que a integração numérica entra em 
cena, oferecendo ferramentas poderosas para aproximar esses valores. Métodos como a regra do trapézio ou 
de Simpson são intuitivos e funcionam bem, mas muitas vezes exigem um número muito grande de pontos 
para atingir a precisão desejada, o que pode ser custoso em termos computacionais.

A busca por eficiência e precisão é constante em qualquer área técnica. Em Análise Numérica, isso significa 
encontrar maneiras de obter resultados mais exatos com menos esforço computacional. A Quadratura 
Gaussiana surge exatamente como uma resposta a esse desafio, prometendo uma otimização significativa na 
forma como escolhemos os pontos para avaliar uma função e, consequentemente, calcular sua integral. Ela 
não apenas melhora a precisão, mas também otimiza o tempo de processamento, um fator crucial em 
aplicações que vão da engenharia à ciência de dados.

Nesta aula, nosso objetivo é desvendar os segredos da Quadratura Gaussiana. Você será capaz de 
compreender como a escolha estratégica de pontos e pesos pode revolucionar a precisão da integração 
numérica. Exploraremos em detalhes a Integração de Gauss-Legendre, que é a forma mais comum da 
quadratura gaussiana, e faremos uma comparação direta com os métodos de Newton-Cotes, que você 
provavelmente já conhece. Ao final, você terá uma visão clara de quando e como aplicar essa técnica 
avançada, conectando a teoria com as aplicações práticas que impulsionam diversas áreas profissionais.



O Desafio da Integração Numérica e a 
Busca por Eficiência

Métodos Tradicionais
Regra do trapézio e Simpson 
dividem a área em segmentos 
simples

O Custo da Precisão
Muitos pontos de avaliação = 
alto custo computacional

A Questão Central
Como escolher pontos de 
forma mais estratégica?

Quando nos deparamos com a necessidade de calcular uma integral definida, mas a função é complexa 
demais para ser resolvida analiticamente, recorremos aos métodos numéricos. Você já deve ter se 
familiarizado com abordagens como a regra do trapézio ou a regra de Simpson, que dividem a área sob a 
curva em segmentos mais simples e somam suas áreas. Esses métodos são a base da integração numérica e 
são relativamente fáceis de entender e implementar.

Desafio de Amostragem: Se você quer estimar a média de altura de uma população, não precisa 
medir cada pessoa. Você seleciona uma amostra. A questão é: como selecionar a "melhor" amostra?

No entanto, a simplicidade desses métodos vem com um custo: para alcançar uma alta precisão, geralmente 
precisamos subdividir o intervalo de integração em um número muito grande de subintervalos. Isso significa 
avaliar a função em muitos pontos, o que pode ser computacionalmente intensivo, especialmente para 
funções complexas ou em cenários onde a integração precisa ser feita repetidamente, como em simulações 
ou modelos financeiros. A questão que surge é: será que existe uma maneira mais inteligente de escolher 
esses pontos de avaliação?

Pense nisso como um desafio de amostragem. Se você quer estimar a média de altura de uma população, não 
precisa medir cada pessoa. Você seleciona uma amostra. A questão é: como selecionar a "melhor" amostra? 
Nos métodos tradicionais, a "amostra" é sempre igualmente espaçada. Mas e se pudéssemos escolher os 
pontos de amostragem de forma mais estratégica, concentrando-os onde a função muda mais rapidamente 
ou onde sua contribuição para a integral é mais significativa? É exatamente essa a premissa que a Quadratura 
Gaussiana explora, buscando maximizar a precisão com o menor número possível de avaliações da função.



A Ideia Central da Quadratura Gaussiana: 
Pontos Ótimos

Mudança de Paradigma
A Quadratura Gaussiana não é apenas mais um 
método de integração numérica; ela representa uma 
mudança de paradigma. Enquanto os métodos de 
Newton-Cotes (como o trapézio e Simpson) utilizam 
pontos de avaliação igualmente espaçados dentro 
do intervalo, a Quadratura Gaussiana adota uma 
abordagem mais sofisticada.

Pontos + Pesos Ótimos
Em vez de fixar os pontos, ela os escolhe de forma 
"ótima", juntamente com pesos específicos para 
cada um desses pontos.

Essa ideia de "pontos ótimos" pode parecer um pouco abstrata à primeira vista. Para entender melhor, 
imagine que você está tentando equilibrar uma gangorra. Se você colocar pesos iguais em distâncias iguais 
do centro, ela pode não ficar perfeitamente equilibrada, dependendo do formato da gangorra. Mas se você 
pudesse escolher não só onde colocar os pesos, mas também o tamanho de cada peso, você conseguiria um 
equilíbrio perfeito com muito menos esforço. Na Quadratura Gaussiana, os "pontos" são onde você avalia a 
função, e os "pesos" são a importância que cada avaliação tem na soma final.

01

Pontos Estratégicos
Escolha matematicamente 
otimizada dos pontos de avaliação

02

Pesos Calculados
Importância específica para cada 
ponto na soma final

03

Máxima Precisão
Exata para polinômios de grau até 
2n-1 com n pontos

A grande sacada é que esses pontos e pesos não são arbitrários. Eles são matematicamente derivados para 
garantir a máxima precisão para um dado número de avaliações. Essa derivação está ligada à teoria dos 
polinômios ortogonais, que são funções especiais com propriedades muito úteis para a integração. Ao invés 
de simplesmente somar áreas de trapézios ou parábolas, a Quadratura Gaussiana constrói uma aproximação 
que é exata para polinômios de grau elevado, o que a torna incrivelmente eficiente para funções suaves e 
bem comportadas.



Gauss-Legendre: A Escolha dos 
Polinômios Ortogonais

Por que "Legendre"?

O nome se refere aos Polinômios de Legendre, que são a chave para determinar os pontos e pesos 
ótimos. Esses polinômios possuem uma propriedade matemática fascinante: eles são ortogonais em 
relação a um certo produto interno no intervalo [-1, 1].

A Quadratura Gaussiana é uma família de métodos, e a mais conhecida e amplamente utilizada é a Integração 
de Gauss-Legendre. O "Legendre" no nome não é por acaso; ele se refere aos Polinômios de Legendre, que 
são a chave para determinar os pontos e pesos ótimos que mencionamos. Esses polinômios possuem uma 
propriedade matemática fascinante: eles são ortogonais em relação a um certo produto interno no intervalo 
[-1, 1]. Essa ortogonalidade é o que permite a construção de uma fórmula de quadratura tão poderosa.

Polinômio de Legendre
Grau n para n pontos

Raízes = Nós
Zeros do polinômio são os 
pontos de avaliação

Pesos Calculados
Exata para grau até 2n-1

Para cada número de pontos n que desejamos usar na integração, existe um Polinômio de Legendre de grau 
n. As raízes (ou zeros) desse polinômio são precisamente os pontos de avaliação (os "nós" ou "abscissas") 
que a Quadratura de Gauss-Legendre utiliza. Uma vez que os nós são determinados, os pesos 
correspondentes são calculados de forma que a fórmula de quadratura seja exata para polinômios de grau até 
2n-1. Isso significa que, com apenas dois pontos, podemos integrar exatamente qualquer polinômio de grau 
até 3! Com três pontos, até grau 5, e assim por diante.

Exemplo: Regra de Gauss-Legendre de 2 Pontos

Nós: aproximadamente -0.57735 e 0.57735

Pesos: ambos 1.0

Fórmula:

​ f(x)dx ≈∫
−1

1

1 ⋅ f(−0.57735) + 1 ⋅ f(0.57735)

Essa regra, apesar de usar apenas duas avaliações da função, é capaz de integrar exatamente qualquer 
polinômio de grau 3 ou inferior no intervalo [-1, 1].

Compare isso com a regra de Simpson, que usa três pontos (os extremos e o ponto médio) e é exata para 
polinômios de grau 3. A Gauss-Legendre consegue a mesma precisão com um ponto a menos, demonstrando 
sua eficiência superior.



Detalhando a Integração de Gauss-
Legendre (Transformação de Intervalo)

1

O Desafio
Pontos e pesos padrão são 
definidos para o intervalo [-1, 
1]

2

A Solução
Transformação linear mapeia 
[a, b] para [-1, 1]

3

O Resultado
Aplicação universal em 
qualquer intervalo

Um detalhe crucial na aplicação da Integração de Gauss-Legendre é que os pontos e pesos padrão são 
definidos para o intervalo de integração . No entanto, na maioria dos problemas práticos, precisamos 
integrar funções em um intervalo arbitrário . Como fazemos para aplicar essa poderosa ferramenta a 
qualquer intervalo que não seja o padrão? A resposta está em uma transformação linear simples, mas 
engenhosa.

[−1, 1]

[a, b]

Transformação de Variável

A relação entre x e t é dada por:

x = ​t +
2

b − a
​

2
a + b

E o diferencial dx se torna:

dx = ​dt
2

b − a

Essa transformação nos permite "mapear" o intervalo  para o intervalo padrão . Se temos uma 
integral que queremos calcular no intervalo , ou seja, , podemos fazer uma mudança de variável 
para que a nova variável de integração, digamos , varie de  a . A relação entre  e  é dada por:

[a, b] [−1, 1]

[a, b] ​ f(x)dx∫
a

b

t −1 1 x t

x = t +
2

b − a
​

2
a + b

E, consequentemente, o diferencial  se torna:dx

dx = ​dt
2

b − a

Substituindo essas expressões na integral original, obtemos:

​ f(x)dx =∫
a

b

​ f ​t + ​ ​dt∫
−1

1

(
2

b − a

2
a + b

)
2

b − a

Agora, a integral está no formato ideal para aplicar a regra de Gauss-Legendre. Basta avaliar a nova função 
(que inclui a transformação de ) nos nós de Gauss-Legendre  e multiplicar pelos pesos , e pelo fator de 
escala .

x t ​i w ​i

​2
b−a

Na Prática

Você não precisa se preocupar em recalcular os nós e pesos 
para cada novo intervalo. Você simplesmente aplica a 
transformação à sua função e, em seguida, usa os valores 
tabelados dos nós e pesos de Gauss-Legendre para o intervalo 
[-1, 1].

Ferramentas

SciPy (Python)

MATLAB

Transformação automática

Ferramentas computacionais como SciPy em Python ou MATLAB já incorporam essa transformação, tornando 
a aplicação da Quadratura Gaussiana em qualquer intervalo uma tarefa direta para o usuário, focando na 
função a ser integrada e nos limites do intervalo.



Comparando com os Métodos de Newton-
Cotes: Precisão vs. Simplicidade
Até agora, exploramos a sofisticação da Quadratura Gaussiana. Mas como ela se compara aos métodos de 
integração numérica que você já conhece, como as regras do Trapézio e de Simpson, que são exemplos 
clássicos dos métodos de Newton-Cotes? A principal diferença reside na forma como os pontos de avaliação 
são escolhidos e, consequentemente, na precisão que cada método pode alcançar para um dado número de 
pontos.

Newton-Cotes
Pontos igualmente espaçados

Intuitivo e fácil

Polinômio de interpolação

Precisão limitada

Quadratura Gaussiana
Pontos otimizados

Máxima precisão

Raízes de Legendre

Eficiência superior

Os métodos de Newton-Cotes são baseados na ideia de aproximar a função a ser integrada por um polinômio 
de interpolação que passa por pontos igualmente espaçados no intervalo. A regra do trapézio usa um 
polinômio de grau 1 (uma linha reta), e a regra de Simpson usa um polinômio de grau 2 (uma parábola). Essa 
escolha de pontos igualmente espaçados torna esses métodos muito intuitivos e fáceis de implementar 
manualmente. No entanto, a precisão é limitada; para funções que variam muito, é necessário um grande 
número de pontos para obter um resultado satisfatório.

Analogia: É como comparar uma régua comum com um instrumento de medição a laser: ambos medem, 
mas o laser oferece uma precisão muito maior, embora exija um entendimento um pouco mais técnico para 
ser operado.

A Quadratura Gaussiana, por outro lado, abandona a simplicidade dos pontos igualmente espaçados em favor 
de uma precisão superior. Ao escolher os pontos e pesos de forma otimizada (como as raízes dos Polinômios 
de Legendre), ela consegue integrar polinômios de grau muito mais alto com o mesmo número de avaliações 
da função. É como comparar uma régua comum com um instrumento de medição a laser: ambos medem, mas 
o laser oferece uma precisão muito maior, embora exija um entendimento um pouco mais técnico para ser 
operado.

Quando Usar Cada Método?

Quadratura Gaussiana: Quando a precisão é primordial e o custo de avaliar a função é alto.

Newton-Cotes: Para introdução, cálculos rápidos, ou quando a função é "bem comportada".

Em essência, a Quadratura Gaussiana é a escolha quando a precisão é primordial e o custo de avaliar a 
função é alto. Se você precisa de resultados altamente exatos com o menor número possível de cálculos, a 
abordagem gaussiana brilha. Os métodos de Newton-Cotes, por sua vez, são excelentes para introdução, 
para cálculos rápidos onde a precisão extrema não é crítica, ou quando a função é "bem comportada" e não 
exige uma otimização tão agressiva dos pontos de avaliação.



Vantagens e Desvantagens da Quadratura 
Gaussiana
Como toda ferramenta poderosa, a Quadratura Gaussiana vem com suas próprias vantagens e desvantagens, 
e entender esses trade-offs é crucial para saber quando aplicá-la de forma eficaz. A escolha do método de 
integração numérica ideal sempre dependerá das características da função, da precisão exigida e dos 
recursos computacionais disponíveis.

✓ Vantagens

Alta Precisão para Poucos Pontos: Com n 
pontos, integra exatamente polinômios de 
grau até 2n-1

Eficiência Computacional: Menos 
avaliações da função para atingir precisão

Ideal para Funções Suaves: Convergência 
rápida para funções deriváveis

✗ Desvantagens

Nós Não Igualmente Espaçados: Menos 
intuitivo, requer tabelas ou software

Dificuldade em Adicionar Pontos: Novos 
nós e pesos para cada n

Sensibilidade a Descontinuidades: 
Precisão depende da suavidade da função

Quadro Comparativo: Newton-Cotes vs. Gauss-Legendre

Característica Métodos de Newton-Cotes Quadratura Gauss-Legendre

Escolha dos Pontos Igualmente espaçados Otimizados (raízes de Legendre)

Pesos Fixos, baseados na largura Otimizados, derivados dos 
polinômios

Precisão (n pontos) Exata para grau n-1 (ou n) Exata para grau até 2n-1

Simplicidade Alta, fácil implementação manual Média/Baixa, requer 
tabelas/software

Reutilização de Pontos Sim (em algumas variantes) Não (novos nós e pesos para 
cada n)

Aplicação Típica Introdução, precisão moderada Alta precisão, funções suaves



Aplicações Práticas da Quadratura 
Gaussiana
A Quadratura Gaussiana não é apenas um conceito teórico elegante; ela é uma ferramenta de trabalho 
essencial em diversas áreas da ciência e engenharia, onde a precisão e a eficiência na integração numérica 
são cruciais. Sua capacidade de obter resultados altamente precisos com um número reduzido de avaliações 
da função a torna indispensável em cenários complexos.

Engenharia
Amplamente utilizada em métodos de elementos 
finitos (MEF). Ao simular o comportamento de 
estruturas, fluidos ou campos eletromagnéticos, 
integrais complexas precisam ser calculadas em cada 
elemento da malha. O uso da Quadratura Gaussiana 
permite que essas integrações sejam feitas de forma 
muito eficiente, acelerando o processo de simulação 
sem comprometer a precisão dos resultados de 
análise de tensões, deformações ou fluxo.

Física
Especialmente em áreas como mecânica quântica e 
eletromagnetismo, muitas equações envolvem 
integrais que não podem ser resolvidas 
analiticamente. A Quadratura Gaussiana oferece um 
meio robusto para calcular essas integrais, seja para 
determinar probabilidades de estados quânticos, 
campos elétricos ou magnéticos em geometrias 
complexas, ou para resolver problemas de difração e 
interferência.

Finanças
A precificação de opções e outros derivativos 
frequentemente envolve o cálculo de integrais de 
funções de densidade de probabilidade complexas. A 
eficiência da Quadratura Gaussiana é valiosa aqui, 
pois permite que modelos financeiros sejam 
executados rapidamente, fornecendo avaliações de 
risco e preços de ativos em tempo real, o que é 
crítico em mercados voláteis.

Ciência de Dados
Onde a otimização e a inferência estatística são 
centrais, a integração numérica aparece. Por 
exemplo, no cálculo de verossimilhanças ou na 
marginalização de distribuições de probabilidade em 
modelos bayesianos, a Quadratura Gaussiana pode 
ser empregada para acelerar esses cálculos, 
especialmente quando as funções envolvidas são 
suaves e bem-comportadas.

Analogia: É como ter um atalho de alta velocidade para chegar a um destino que, de outra forma, exigiria 
um longo e sinuoso caminho.



Integração com Ferramentas 
Computacionais

A Boa Notícia

Você não precisa calcular manualmente as raízes dos Polinômios de Legendre ou os pesos 
correspondentes para cada problema. Bibliotecas e softwares especializados já vêm com essas 
funcionalidades prontas para uso!

A beleza da Quadratura Gaussiana, apesar de sua complexidade teórica na derivação dos nós e pesos, é que 
sua aplicação prática se tornou incrivelmente acessível graças às modernas ferramentas computacionais. 
Você não precisa calcular manualmente as raízes dos Polinômios de Legendre ou os pesos correspondentes 
para cada problema. Bibliotecas e softwares especializados já vêm com essas funcionalidades prontas para 
uso, permitindo que você se concentre na modelagem do problema e na interpretação dos resultados.

scipy.integrate.fixed_quad(f, a, b, n=3)

Python (SciPy)
A biblioteca SciPy é um verdadeiro canivete 
suíço para computação científica. O módulo 
scipy.integrate oferece funções como quad (para 
integração adaptativa geral) e fixed_quad (para 
quadratura gaussiana com um número fixo de 
pontos).

MATLAB
Ambientes como MATLAB também fornecem 
funções robustas para integração numérica, 
incluindo métodos baseados em Quadratura 
Gaussiana. A função integral do MATLAB pode 
ser configurada para usar diferentes métodos de 
quadratura.

Por que isso importa?

Alinha com tendências atuais

Habilidade fundamental

Aplicação prática imediata

Sem reinventar a roda

A relevância de integrar a Quadratura Gaussiana com essas 
ferramentas é imensa. Ela alinha o curso com as tendências 
atuais, onde a capacidade de aplicar métodos numéricos 
avançados usando linguagens de programação e bibliotecas 
especializadas é uma habilidade fundamental.

Isso permite que estudantes e profissionais resolvam problemas complexos de forma eficiente, transpondo a 
teoria para a prática profissional em áreas como engenharia, física, finanças e ciência de dados, sem a 
necessidade de reinventar a roda matemática a cada nova integral.



Consolidação e Próximos Passos
Chegamos ao fim de nossa jornada pela Quadratura Gaussiana, um método que redefine a eficiência e a 
precisão na integração numérica. Vimos que, ao contrário dos métodos de Newton-Cotes que usam pontos 
igualmente espaçados, a Quadratura Gaussiana escolhe estrategicamente os "nós" e "pesos" para maximizar 
a precisão com o menor número de avaliações da função. A Integração de Gauss-Legendre, baseada nos 
Polinômios de Legendre, é a principal representante dessa família, oferecendo uma capacidade 
impressionante de integrar polinômios de alto grau com poucos pontos, após uma simples transformação de 
intervalo.

Pontos Estratégicos
Escolha otimizada de nós e 
pesos

Alta Precisão
Exata para polinômios de grau 
2n-1

Aplicação Universal
Transformação para qualquer 
intervalo

Compreender a Quadratura Gaussiana é ter em mãos uma ferramenta poderosa para resolver problemas 
complexos em diversas áreas, desde a engenharia até as finanças. Ela nos ensina que, muitas vezes, a 
inteligência na escolha dos pontos de amostragem é mais valiosa do que a quantidade bruta de amostras.

Em Prática

Ao se deparar com uma integral numérica, considere a Quadratura Gaussiana quando a precisão for 
crítica e o custo de avaliação da função for alto. Lembre-se de que, para funções suaves, ela 
oferece uma convergência rápida e resultados excelentes. Utilize bibliotecas como SciPy em Python 
ou MATLAB para implementar esses métodos de forma eficiente, focando na formulação do 
problema e na interpretação dos resultados, em vez dos detalhes matemáticos da derivação dos nós 
e pesos.

Autoavaliação

1 Qual é a principal vantagem da 
Quadratura Gaussiana em 
comparação com os métodos de 
Newton-Cotes para um número fixo 
de pontos?

Maior simplicidade de implementação 
manual.

1.

Pontos de avaliação igualmente 
espaçados.

2.

Capacidade de integrar exatamente 
polinômios de grau superior.

3.

Menor sensibilidade a descontinuidades na 
função.

4.

2 A Integração de Gauss-Legendre é 
tipicamente definida em qual 
intervalo padrão?
1. [0, 1]

2. [a, b]

3. [−1, 1]

4. [−∞,∞]

3 Se uma regra de Gauss-Legendre 
utiliza 3 pontos, qual é o grau 
máximo de polinômio que ela pode 
integrar exatamente?

31.

42.

53.

64.

4 Qual das seguintes ferramentas 
computacionais é comumente 
utilizada para implementar a 
Quadratura Gaussiana em Python?

Pandas1.

Matplotlib2.

SciPy3.

Scikit-learn4.

Gabarito: 1. c; 2. c; 3. c; 4. c.

Questão Discursiva

Explique como a transformação de intervalo é fundamental para a aplicação prática da Integração 
de Gauss-Legendre em problemas reais, e por que ela é necessária.



Próxima Aula
Aula 23: Diferenciação Numérica

Próxima Aula: Na Aula 23, exploraremos outro pilar da Análise Numérica: a Diferenciação Numérica. Assim 
como a integração, a diferenciação de funções complexas pode ser desafiadora analiticamente, e métodos 
numéricos nos oferecem soluções eficientes e precisas.

Recursos Adicionais

📚 Livros de Análise 
Numérica
Para aprofundar a teoria e ver 
mais exemplos

🐍 Documentação do 
SciPy (Python)
Para explorar as funções de 
integração e suas opções

💻 Cursos Online de 
Computação Científica
Para praticar a implementação 
em Python ou MATLAB

NOTA IMPORTANTE: As informações técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte 
sempre fontes oficiais e a documentação das bibliotecas para verificar alterações e novas 
funcionalidades.


