Aula 21- Regras de Simpson

Bem-vindo a nossa jornada pelo fascinante mundo da Andlise Numérica! Imagine-se diante de um desafio
comum em diversas areas, da engenharia a economia: calcular a area sob uma curva complexa. Muitas vezes,
as ferramentas da matematica analitica tradicional ndo sdo suficientes, ou o calculo se torna inviavel. E nesse
ponto que a Analise Numeérica entra em cena, oferecendo métodos poderosos para aproximar essas solucoes
com precisao surpreendente.

Nesta aula, vamos mergulhar nas Regras de Simpson, um conjunto de técnicas que representam um salto
significativo na precisao da integracao numeérica em comparacao com meétodos mais simples, como a Regra
dos Trapézios. Vocé ja deve ter se deparado com situacdes onde a area de um grafico, a quantidade de
trabalho realizada por uma forca variavel ou o volume de um reservatorio irregular precisam ser estimados. As
Regras de Simpson sao ferramentas essenciais para esses cenarios.

Ao final desta aula, vocé sera capaz de compreender a ldgica por tras da aproximacao de funcdes por
polinbmios de grau 2 (parabolas), aplicar a Regra de 1/3 de Simpson (simples e composta) e a Regra de 3/8
de Simpson. Além disso, desenvolvera a capacidade de analisar o erro associado a esses métodos e
compara-los criticamente com a Regra dos Trapézios, escolhendo a ferramenta mais adequada para cada
desafio. Prepare-se para desvendar como a matematica pode nos ajudar a resolver problemas do mundo real
com elegancia e eficiéncia.



O Desafio da Area: Por Que Precisamos de
Aproximacoes?

Desde os tempos de Arquimedes, a humanidade busca maneiras de calcular areas e volumes de formas
irregulares. Na escola, aprendemos a calcular a area de quadrados, tridngulos e circulos com férmulas exatas.
No entanto, 0 mundo real raramente se encaixa em formas tao perfeitas. Imagine, por exemplo, o perfil de
uma asa de aviao ou a curva de demanda de um produto no mercado financeiro; calcular a area sob essas
curvas, que representam grandezas importantes, pode ser um verdadeiro quebra-cabeca.

[ Aintegral definida ¢ a ferramenta matematica que nos permite calcular essas areas exatas.
Contudo, nem todas as funcdes possuem uma antiderivada que possa ser expressa em termos de
funcdes elementares.

A integral definida é a ferramenta matematica que nos permite calcular essas areas exatas. Contudo, nem
todas as funcdes possuem uma antiderivada que possa ser expressa em termos de funcdes elementares, ou
seja, nem sempre conseguimos "integrar" uma funcao de forma analitica. E como tentar encaixar uma chave
complexa em um cadeado que nao tem um formato padrao. Nessas situacdes, precisamos de uma
abordagem diferente, uma que nos permita chegar a uma resposta "boa o suficiente" para nossos propositos
praticos.

E aqui que a integracdo numérica se torna indispensavel. Em vez de buscar a solucdo exata, que pode ser
impossivel ou excessivamente complexa, hos a aproximamos. Pense nisso como estimar o tamanho de uma
multiddo em um show: vOCé nao conta pessoa por pessoa, mas usa técnicas de amostragem e estimativa para
chegar a um numero razoavel. A Regra dos Trapézios, que vocé provavelmente ja conhece, € um primeiro
passo nessa direcao, aproximando a curva por segmentos de reta. Mas podemos fazer melhor.



Da Reta a Parabola: A Evolucao da
Aproximacao

A Regra dos Trapézios, embora util, tem uma limitacao intrinseca: ela assume que a funcao entre dois pontos
pode ser aproximada por uma linha reta. Isso € como tentar desenhar uma montanha usando apenas linhas
retas; o resultado sera uma série de picos e vales angulares, nao a forma suave e organica da montanha real.
Para funcdes que curvam muito, essa aproximacao pode nao ser tao precisa, especialmente se os intervalos
forem grandes.

Para obter uma estimativa mais fiel, precisamos de uma ferramenta que capture melhor a curvatura da
funcdo. E qual forma geométrica € excelente para descrever curvas suaves? A parabola! Ao invés de conectar
dois pontos com uma linha reta, podemos conectar trés pontos com uma parabola. Essa ideia é a base das
Regras de Simpson: aproximar a funcao original por um polinémio de grau 2, ou seja, uma parabola, em
pequenos segmentos.

Essa mudanca de perspectiva, de uma aproximacao linear para uma quadratica, é o que confere as Regras
de Simpson sua maior precisao.

Essa capacidade de "sentir" a curvatura da funcao € o que torna Simpson uma ferramenta tao valiosa em
diversas aplicacdes, desde o calculo de volumes até a analise de dados em tempo real.



Regra de 1/3 de Simpson: A Esséncia da
Aproximacao Parabolica

A Regra de 1/3 de Simpson é o método mais conhecido e amplamente utilizado dentro das Regras de
Simpson. Ela recebe esse nome devido ao fator "1/3" que aparece em sua formula. A ideia central é simples,
mas poderosa: em vez de usar dois pontos para formar um trapézio, usamos trés pontos para definir uma
parabola. Esses trés pontos sao o inicio do intervalo, o ponto médio e o final do intervalo.

07 02 03
Inicio do intervalo Ponto médio Final do intervalo
Ponto zy = a Ponto z; = (a +b)/2 Ponto z, = b

Imagine que vocé esta tentando medir a area de um lago com uma forma irregular. Se vocé usasse a Regra
dos Trapézios, seria como dividir o lago em varias secdes e aproximar cada secao por um trapézio, o que
pode deixar muitas "pontas soltas" ou "buracos". Com a Regra de 1/3 de Simpson, vocé esta usando uma
curva mais suave para preencher essas secoes, o que resulta em uma estimativa muito mais proxima da
realidade.

[JJ Férmula da Regra de 1/3 de Simpson Simples

b
[ #@)dz = 5 15an) + 45(@1) + f(a2)

Onde h = (b—a)/2

Note o peso maior (4) no ponto médio, que reflete a importancia da curvatura nesse ponto para definir a
parabola. Essa regra é particularmente eficaz para funcdes que se comportam de maneira relativamente
suave e continua.



Aplicando a Regra de 1/3 de Simpson
Simples: Um Exemplo Pratico

Vamos solidificar nosso entendimento com um exemplo. Suponha que queremos estimar a integral de
f(z) = z? no intervalo de [0, 2] usando a Regra de 1/3 de Simpson simples.

Identificacao dos pontos Valores da funcao
e a=0,b=2 o f(z)=f(0)=0

e h=(b-a)/2=1 o flz)=r(1)=1

¢ z7=0 o flz)=f(2)=4

¢« z=1

o zy=2

Aplicando a féormula

Jo? X% dx = (h/3)[f(xo) + 4f(x1) + f(x2)]
Jo? X2 dx = (1/3)[0 + 4(1) + 4]

Jo? x* dx = (1/3)[8]

[o? X2 dx = 8/3 = 2.6667

[J Resultado exato: A integral exata de 2> de 0 a 2 é [z*/3] de 0 a 2, que é (2°/3) — (0°/3) = 8/3.

Neste caso especifico, a Regra de 1/3 de Simpson simples forneceu o resultado exato!

Isso acontece porque a fungao f(z) = z? ja € um polindmio de grau 2, e a Regra de Simpson é exata para
polinbmios de grau até 3. Em cenarios reais, onde as funcées sao mais complexas, a aproximacao sera muito
boa.



Aprimorando a Precisao: Regra de 1/3 de
Simpson Composta

Embora a Regra de 1/3 de Simpson simples seja poderosa, ela ainda se aplica a um unico intervalo grande.
Para funcdes mais complexas ou para obter uma precisao ainda maior, precisamos de uma estratégia que
divida o problema em partes menores e aplique a regra repetidamente. E ai que entra a Regra de 1/3 de
Simpson Composta.

= ! 2t

dx
Dividir Aplicar Somar
Quebrar o intervalo em multiplos Usar Simpson simples em cada Combinar os resultados para obter
subintervalos menores par de subintervalos a aproximacao total

Pense em um pintor de retratos. Ele nao tenta pintar todo o rosto de uma vez. Em vez disso, ele divide o rosto
em secOes menores — 0s olhos, o nariz, a boca - e trabalha em cada uma delas com detalhes, para depois
juntar tudo em uma imagem coesa. A Regra de Simpson Composta faz algo similar: ela divide o intervalo total
de integracao em um numero par de subintervalos de igual largura. Em cada par de subintervalos (ou seja, em
cada conjunto de trés pontos), a Regra de 1/3 de Simpson simples é aplicada.

Essa abordagem "dividir para conquistar" € fundamental na analise numérica. Ao quebrar um problema
grande em varios problemas menores e mais gerenciaveis, podemos reduzir o erro acumulado e obter uma
aproximacao muito mais precisa da integral.

Isso é especialmente util em aplicacdées como o processamento de sinais, onde a integral de uma funcao pode
representar a energia total de um sinal ao longo do tempo.



A Formula e a Logica da Regra de 1/3 de
Simpson Composta

Para aplicar a Regra de 1/3 de Simpson Composta, o intervalo [a, ] € dividido em n subintervalos de igual
largura h = (b — a)/n, onde n deve ser um numero par. Isso garante que podemos formar pares de
subintervalos, cada um com trés pontos para aplicar a regra simples.

[ Férmula da Regra de 1/3 de Simpson Composta

b
[ @)z ~ G1f(e0) + 4 (1) + 2(2) + 4F(2) 4 -+ + 2 ) +
4f(en1) + f(2n)

Padrao dos coeficientes

Coeficiente 1 Coeficiente 4 Coeficiente 2
Pontos extremos: zy e z, Pontos com indice impar: Pontos com indice par (hao
T1,T3y...,Tn—1 extremos): T2, Ty ..y Tp—2

Observe o padrao dos coeficientes: 1, 4, 2, 4, 2, ..., 4, 1. Essa alternancia de pesos é o que permite que
multiplas parabolas se encaixem suavemente ao longo da funcao.

Essa regra € amplamente utilizada em softwares de engenharia e ciéncia de dados, como o SciPy em Python,
para realizar integracdes numéricas de alta precisao. Por exemplo, ao simular o comportamento de um fluido
em um duto, a integral da velocidade ao longo da secao transversal pode ser calculada com Simpson
Composta para determinar a vazao total. A capacidade de ajustar a precisao aumentando o numero de
subintervalos (n) torna-a extremamente versatil.



Regra de 3/8 de Simpson: Uma Alternativa
para Multiplos de Tres

Embora a Regra de 1/3 de Simpson seja muito popular, ela exige que o numero de subintervalos (n) seja par.
Mas e se tivermos um numero impar de subintervalos, ou se quisermos usar uma aproximacao baseada em
um polinémio de grau 3? Para esses casos, a Regra de 3/8 de Simpson oferece uma solucao elegante.

Regra de 1/3 de Simpson Regra de 3/8 de Simpson
e 3 pontos (2 subintervalos) e 4 pontos (3 subintervalos)

e Polinbmio de grau 2 e Polinbmio de grau 3

e n deve ser par e n deve ser multiplo de 3

e Coeficientes: 1, 4, 1 e Coeficientes: 1, 3, 3,1

Esta regra é baseada na aproximacao da funcao por um polindmio de grau 3 (um polinémio cubico) sobre
quatro pontos igualmente espacados. Pense nisso como ter mais "ancoras" para a sua curva. Se a Regra de
1/3 usa trés pontos para uma parabola, a Regra de 3/8 usa quatro pontos para uma curva cubica, o que pode
ser ainda mais preciso para certas funcdes ou quando a curvatura muda de forma mais complexa.

A Regra de 3/8 de Simpson é particularmente util quando o numero de subintervalos € um multiplo de 3.

E como ter um conjunto de ferramentas especifico para diferentes tipos de parafusos; vocé escolhe a
ferramenta que melhor se adapta a situacao.



A Formula e Aplicacao da Regra de 3/8 de
Simpson

Para a Regra de 3/8 de Simpson simples, o intervalo [a, b] € dividido em trés subintervalos de largura
h = (b—a)/3.1sso nos da quatro pontos: zy = a, z; =a+ h, o = a + 2h, € z3 = b.

[J Formula da Regra de 3/8 de Simpson Simples

’ 3h
[ @ = (o) + 35 (er) + 35 (e2) + fla)

Observe os coeficientes: 1, 3, 3, 1. Os pontos intermediarios (z; e z,) recebem um peso de 3, enquanto os
extremos (zo e z3) recebem peso 1.

Exemplo: Estimar a integral de f(z) = z* no intervalo [0, 3]

1 2 3
Dados Pontos Valores
a=0b=3 zo=0,z1 =1 f(0)=0,f(1)=1
h=1 Ty =2,73 =3 f(2) =8, f(3) =27

Calculo

Jo? X% dx = (3h/8)[f(xo) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)]
Jo® X3 dx = (3/8)[0 + 3(1) + 3(8) + 27]

Jo* X3 dx = (3/8)[54]

Jo* 2 dx = 162/8 = 81/4 = 20.25

[J) Resultado exato: A integral exata de z3 de 0 a 3 é [z*/4] de 0 a 3, que é 81/4 = 20.25.

A Regra de 3/8 de Simpson forneceu o resultado exato! Isso ocorre porque a fungao € um polindmio
de grau 3, e a Regra de 3/8 de Simpson é exata para polindmios de grau até 3.

A Regra de 3/8 de Simpson também pode ser composta, aplicando-a repetidamente em blocos de trés
subintervalos. Em cenarios onde a Regra de 1/3 Composta nao se encaixa perfeitamente (por exemplo, se o

numero de subintervalos restantes nao é par), a Regra de 3/8 pode ser usada em conjunto para "completar" a
integracao.



Analise de Erro: Entendendo a Precisao
das Aproximacoes

Em Analise Numérica, nao basta apenas obter uma aproximacao; € crucial saber quao boa é essa
aproximacao. A analise de erro nos permite quantificar a diferenca entre o valor aproximado e o valor exato

da integral. E como um controle de qualidade para nossos calculos, garantindo que a estimativa seja confiavel
o suficiente para a aplicacao desejada.

8 e

Regra dos Trapézios Regras de Simpson
Erro proporcional a h? Erro proporcional a »®
Depende da 22 derivada Depende da 42 derivada

Para a Regra dos Trapézios, o erro € proporcional a h? e a segunda derivada da funcao. Isso significa que, se
a funcao tem muita curvatura (segunda derivada grande), o erro sera maior. Ja para as Regras de Simpson, a
historia € mais interessante.

[ Melhoria Exponencial na Precisao

A Regra de 1/3 de Simpson (simples ou composta) tem um erro proporcional a h®> e a quarta derivada
da funcao.

Se voceé reduzir i pela metade:

e Erro dos Trapézios diminui por um fator de 8 (23)

e Erro de Simpson diminui por um fator de 32 (25)

A Regra de 3/8 de Simpson também tem um erro proporcional a h°> e a quarta derivada da funcao. Isso mostra
que ambas as Regras de Simpson oferecem um nivel de precisao similar, sendo a escolha entre elas mais uma
questao de conveniéncia em relacao ao numero de subintervalos.



Comparacao de Precisao: Simpson vs.

Trapeéezios

A Regra dos Trapézios € um bom ponto de partida, mas as Regras de Simpson representam um avanco

significativo em termos de precisdo. Vamos formalizar essa comparacao.

Caracteristica

Base de Aproximacao

Numero de Pontos

Ordem de Erro

Requisito de n

Precisao para

Polindmios

Complexidade

Regra dos Trapézios

Polindbmio de grau 1
(reta)

2 pontos por
segmento

O(h®) (depende da 22
derivada)

Qualquer n

Exata para polindmios
de grau 1

Baixa

Regra de 1/3 de
Simpson

Polinébmio de grau 2
(parabola)

3 pontos por
segmento (2
subintervalos)

O(h°®) (depende da 42
derivada)

n deve ser par (para a
composta)

Exata para polindmios
de grau até 3

Média

Regra de 3/8 de
Simpson

Polinbmio de grau 3
(cubica)

4 pontos por
segmento (3
subintervalos)

O(h®) (depende da 42
derivada)

n deve ser multiplo de
3 (para a composta)

Exata para polindmios
de grau até 3

Meédia

Essa tabela ilustra claramente por que as Regras de Simpson sao preferidas quando a precisao é um fator
critico. A ordem de erro O(h®) significa que, para um mesmo tamanho de passo h, o erro de Simpson é
significativamente menor do que o erro O(h?) dos Trapézios.

Isso € como usar um microscopio em vez de uma lupa para ver detalhes finos; ambos ajudam, mas um

oferece muito mais clareza.



Implicacoes Praticas da Analise de Erro e
Escolha do Metodo

Compreender a analise de erro nao é apenas um exercicio tedrico; tem implicacoes diretas na forma como
abordamos problemas reais. Em engenharia, por exemplo, ao projetar uma ponte, a margem de erro no
calculo de tensdes e deformacdes pode significar a diferenca entre seguranca e falha. Em financgas, a
precisao na avaliacao de derivativos pode impactar milhdes de dolares.

Funcoes Suaves Oscilacoes Rapidas Numero de Pontos

Para funcdes relativamente Se a funcao apresenta Se vocé tem um numero de
suaves e bem comportadas, a oscilacoes rapidas ou pontos que nao se alinha bem
Regra de 1/3 de Simpson descontinuidades, a Regra de com 0s requisitos de n par
Composta geralmente 3/8 ou uma combinacao de para Simpson 1/3, considere
oferece um excelente métodos pode ser mais a Regra de 3/8.

equilibrio entre precisao e apropriada.

custo computacional.

Quando vocé esta trabalhando com dados reais, muitas vezes nao tem a funcao exata, mas sim uma série de
pontos discretos. Nesses casos, a escolha do método de integragcao numerica e a determinacao do tamanho
de passo h sao cruciais.

() Ferramentas Computacionais

Ferramentas computacionais como Python (com NumPy e SciPy) ou MATLAB permitem
implementar esses métodos facilmente e, mais importante, realizar testes de convergéncia para
estimar o erro e garantir a robustez dos resultados.



Aplicacoes Reais e Tendéencias em Analise
Numeérica

As Regras de Simpson nao sao apenas conceitos de livros didaticos; elas sao ferramentas vivas e ativas em
diversas areas profissionais.

JE% Engenharia % Fisica

Calcular o centro de massa de objetos Determinar o trabalho realizado por forcas
complexos, a vazao de fluidos em variaveis ou a probabilidade de eventos em
tubulagdes ou a energia total em um sistema mecanica quantica.
mecanico.
[ N—
Financas o Ciéncia de Dados
e
Precificacao de opcodes e outros derivativos, Estimar areas sob curvas de distribuicao,
onde a integral de uma funcao de densidade calcular médias moveis ponderadas ou
de probabilidade pode ser necessaria. processamento de imagens e sinais.

Tendéncias Atuais

A tendéncia atual em Analise Numérica é a integracao cada vez maior com ferramentas computacionais.
Linguagens como Python, com suas bibliotecas NumPy para computacao numérica e SciPy para funcdes
cientificas (incluindo integracao numeérica), tornaram-se padrao.

Isso permite que profissionais e estudantes ndao apenas compreendam a teoria, mas também apliquem
esses métodos a problemas complexos com eficiéncia, visualizando os resultados e validando a precisao
de suas aproximacdes em tempo real.




Desafios e Consideracoes Avancadas

Embora as Regras de Simpson sejam poderosas, € importante reconhecer seus limites e considerar cenarios
mais desafiadores. Funcdes com descontinuidades abruptas, singularidades (pontos onde a funcao tende ao
infinito) ou oscilacdes muito rapidas podem exigir métodos de integracao numeérica mais sofisticados ou uma
abordagem cuidadosa na divisao dos intervalos.

& —

Descontinuidades e Técnicas Adaptativas Propagacao de Erros
Singularidades Meétodos que ajustam o Ao realizar muitos calculos,
Em problemas de engenharia tamanho do passo h pequenos erros de

sismica, onde o0s sinais podem dinamicamente para ser arredondamento inerentes a
ter picos muito agudos, a menor em regides de grande computacao de ponto
simples aplicacao das Regras variacao da funcao e maior flutuante podem se acumular.
de Simpson pode nao ser em regides mais suaves.

suficiente.

[ Embora as Regras de Simpson sejam robustas, em integragcdes com um numero extremamente
grande de subintervalos, a propagagao de erros € algo a se ter em mente. A escolha do algoritmo e
da precisao numérica (por exemplo, usar numeros de dupla precisao) pode mitigar esses efeitos.

A Analise Numeérica é um campo em constante evolucao, e as Regras de Simpson sao um pilar fundamental
que continua a ser relevante, especialmente quando combinadas com o poder computacional moderno e a
compreensao de suas huances.



Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim de nossa exploracao das Regras de Simpson, e espero que vocé tenha percebido o quao
valiosas elas sao para resolver problemas de integracao que a matematica analitica ndo consegue. Vimos
como a aproximacgao por parabolas oferece uma precisao significativamente maior do que a aproximagao
linear dos trapézios, e como as versdes simples e compostas das Regras de 1/3 e 3/8 de Simpson nos dao
flexibilidade para diferentes cenarios. A capacidade de analisar o erro e escolher o método mais adequado &
uma habilidade crucial para qualquer profissional que lide com dados e modelagem.

1 2
Avalie a Funcao Determine a Precisao
Analise a complexidade e a suavidade da funcao Defina o nivel de precisao requerido
3 4
Escolha o Método Implemente e Valide
Selecione Simpson 1/3 ou 3/8 conforme o caso Use ferramentas computacionais para testar

Em pratica

Ao se deparar com a necessidade de calcular uma integral definida, avalie a complexidade da funcao e a
precisao requerida. Se a funcao for suave e vocé precisar de alta precisao, as Regras de Simpson sao sua
melhor aposta. Lembre-se de que a Regra de 1/3 de Simpson Composta exige um numero par de
subintervalos, enquanto a Regra de 3/8 de Simpson é util para multiplos de trés. Nao hesite em usar
ferramentas computacionais para implementar e testar esses métodos, validando seus resultados.



Autoavaliacao

Questao 1
Qual é a principal vantagem das Regras de Simpson em comparacao com a Regra dos
Trapézios?
1 1. Sao mais faceis de calcular manualmente.
2. Utilizam uma aproximacao linear da funcao.
3. Oferecem maior precisao ao aproximar a funcao por polindmios de grau superior.
4. Nao requerem a divisao do intervalo em subintervalos.
Questao 2
Para aplicar a Regra de 1/3 de Simpson Composta, o0 numero de subintervalos (n) deve ser:
2 1. Qualquer numero inteiro.
2. Um numero impar.
3. Um numero par.
4. Um multiplo de 3.
Questao 3
A Regra de 3/8 de Simpson é baseada na aproximacao da funcao por qual tipo de polindmio?
3 1. Polinémio de grau 1 (reta).
2. Polindmio de grau 2 (parabola).
3. Polinébmio de grau 3 (cubica).
4. Polinbmio de grau 4.
Questao 4
Se o erro da Regra dos Trapézios € O(h?) e o erro da Regra de Simpson é O(h%), 0 que acontece
com o erro de cada método se o tamanho do passo h for reduzido pela metade?
1. Ambos os erros diminuem por um fator de 8.
4 2. O erro dos Trapézios diminui por um fator de 8, e o erro de Simpson diminui por um fator de
32.
3. O erro dos Trapézios diminui por um fator de 32, e o erro de Simpson diminui por um fator de
8.
4. Ambos os erros diminuem por um fator de 16.
Gabarito Questao Discursiva
1. ¢) Expligue como a escolha entre a Regra de 1/3 de
2. ¢) Simpson e a Regra de 3/8 de Simpson pode ser
3. ¢) influenciada pelas caracteristicas da funcao a ser
2 b) integrada e pelo numero de pontos de dados

disponiveis, considerando a precisao e os requisitos
de aplicacao.



Proxima Aula e Recursos Adicionais

[J Préxima Aula: Aula 22

Continuaremos nossa jornada pela integracdo numérica, explorando a Quadratura Gaussiana, um
meétodo ainda mais avancado que otimiza a escolha dos pontos de avaliacao da funcao para atingir
uma precisao extraordinaria com menos calculos.

Recursos Adicionais

D o'

Livros de Analise Documentacao SciPy Artigos sobre

Numérica (Python) Aplicacoes

Para aprofundar a teoria e ver Para explorar implementacoes Para ver como esses métodos

mais exemplos matematicos. praticas e funcodes de sao usados em contextos reais
integracao numérica. de engenharia e finangas.

NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre
fontes oficiais e a documentacao das bibliotecas computacionais para verificar alteracdes e detalhes de
implementacao.




