
Aula 20 – Fórmulas de Newton-Cotes: 
Regra dos Trapézios
Bem-vindos à nossa jornada pela Análise Numérica! Hoje, vamos mergulhar em um dos pilares fundamentais 
para resolver um problema clássico da matemática: como calcular a área sob uma curva, ou seja, uma integral 
definida, quando as ferramentas analíticas tradicionais nos deixam na mão. Imagine-se diante de um desafio 
em engenharia, física ou até mesmo em finanças, onde a função que descreve um fenômeno é tão complexa 
que não possui uma antiderivada elementar. É nesse momento que a Análise Numérica, e em particular as 
Fórmulas de Newton-Cotes, se tornam nossas grandes aliadas.

Nesta aula, nosso objetivo é desvendar a Regra dos Trapézios, uma técnica elegante e intuitiva para 
aproximar integrais. Você aprenderá a base geométrica por trás dessa regra, como aplicá-la tanto em sua 
forma simples quanto composta, e, crucialmente, como entender e analisar o erro associado a essas 
aproximações. Ao final, você será capaz de aplicar esses conceitos para estimar integrais e compreender as 
limitações e vantagens dessa poderosa ferramenta.

A relevância deste conhecimento vai além da sala de aula. Em um mundo cada vez mais impulsionado por 
dados e modelagem computacional, a capacidade de aproximar integrais é essencial para simulações, 
otimizações e análises preditivas em diversas áreas, desde o projeto de aeronaves até a precificação de 
opções financeiras. Prepare-se para conectar a teoria com a prática, abrindo portas para a aplicação em 
ferramentas computacionais modernas.

Para aproveitar ao máximo esta aula, é útil ter em mente seus conhecimentos básicos de cálculo diferencial e 
integral, especialmente o conceito de integral definida como a área sob uma curva. Vamos construir sobre 
essa base para explorar métodos numéricos que nos permitem ir além dos limites da integração analítica.



O Desafio da Integração: Quando a 
Matemática Pede Ajuda

O Problema
No universo do cálculo, a 
integral definida é uma 
ferramenta poderosa que nos 
permite calcular áreas, 
volumes, trabalho e muitas 
outras grandezas 
acumuladas.

A Realidade
Aprendemos técnicas como 
substituição, integração por 
partes ou frações parciais, 
mas a realidade nem sempre 
é tão cooperativa.

A Solução
A Análise Numérica oferece 
um caminho alternativo 
através de aproximações 
quando soluções exatas são 
inatingíveis.

Imagine-se trabalhando em um projeto de engenharia onde você precisa calcular a quantidade de material 
necessária para uma peça com um perfil complexo, ou um físico que modela o comportamento de uma 
partícula sob uma força não-linear. Nesses cenários, a função que descreve o perfil ou a força pode ser tão 
intrincada que simplesmente não existe uma antiderivada expressável em termos de funções elementares. 
Tentar resolver analiticamente seria como procurar uma agulha em um palheiro que nem sequer existe.

Analogia Prática: Pense nisso como estimar a área de um lago de formato irregular. Você não 
consegue uma medida exata com uma régua, mas pode dividi-lo em pequenas formas geométricas 
conhecidas – como retângulos ou trapézios – e somar suas áreas para obter uma estimativa bastante 
razoável.

É aqui que a Análise Numérica entra em cena, oferecendo um caminho alternativo. Em vez de buscar a 
solução exata, que pode ser inatingível, propomos uma aproximação. Essa necessidade de estimar é a força 
motriz por trás das técnicas de integração numérica.



A Intuição Geométrica: Aproximando com 
Retas
Quando nos deparamos com a tarefa de calcular a área sob uma curva, a primeira imagem que geralmente 
vem à mente são os retângulos das somas de Riemann. Essa é uma abordagem válida, mas podemos ser mais 
espertos. Se a curva que estamos tentando "cobrir" não é uma linha reta, usar apenas retângulos pode deixar 
grandes lacunas ou excedentes, especialmente se a curva for muito inclinada ou curvada.

Retângulos

Aproximação horizontal

Maior área de erro

Não acompanha a inclinação

Método mais simples

Trapézios

Aproximação inclinada

Menor área de erro

Segue o contorno da curva

Método mais preciso

Considere a curva de uma montanha em um mapa topográfico. Se você tentar estimar a área de uma seção 
usando apenas retângulos, pode acabar com uma estimativa grosseira, pois os retângulos não seguem bem o 
contorno da montanha. E se, em vez de retângulos, usássemos formas que se ajustassem melhor à inclinação 
da montanha?

A ideia central da Regra dos Trapézios: Em vez de aproximar a função por uma linha horizontal (como nos 
retângulos), aproximamos por uma linha reta que conecta os pontos da função nas extremidades do 
intervalo.

Essa linha reta forma o topo de um trapézio. Geometricamente, um trapézio é uma figura que se adapta muito 
melhor a uma curva do que um retângulo, especialmente em intervalos pequenos. Ao "encaixar" um trapézio 
sob a curva, estamos essencialmente usando uma linha reta para interpolar a função entre dois pontos, e a 
área desse trapézio nos dá uma estimativa da área real sob a curva naquele segmento.



A Regra dos Trapézios Simples: Um 
Primeiro Passo Preciso
Com a intuição geométrica em mente, podemos formalizar a ideia de usar um trapézio para aproximar a área 
sob uma curva. A Regra dos Trapézios Simples é o ponto de partida. Ela se aplica a um único intervalo  e 
assume que a função  pode ser aproximada por uma linha reta entre os pontos  e .

[a, b]

f(x) (a, f(a)) (b, f(b))

01

Identifique o intervalo
Defina os pontos extremos  e a b

02

Calcule os valores da 
função
Determine  e f(a) f(b)

03

Aplique a fórmula
Use a área do trapézio para 
aproximar a integral

Fórmula da Área do Trapézio: ​ ×2
base ​+base ​1 2 altura

No nosso contexto, as "bases" são  e , e a "altura" é .f(a) f(b) (b − a)

A Fórmula da Regra dos Trapézios Simples

​ f(x)dx ≈∫
a

b

​ [f(a) +
2

b − a
f(b)]

Exemplo Prático

Vamos aproximar . Aqui, , , e .​ x dx∫0
1 2 a = 0 b = 1 f(x) = x2

1

Passo 1
f(a) = f(0) = 0 =2 0

2

Passo 2
f(b) = f(1) = 1 =2 1

3

Passo 3
​[0 +2

1−0 1] = 0.5

A integral exata é . Perceba que a aproximação de  é um pouco alta, mas já nos dá 

uma ideia. Esta regra é particularmente útil para estimativas rápidas ou quando a função é quase linear no 
intervalo.

​ ​ =[ 3
x3

]
0

1
​ −3

13
​ =3

03
​ ≈3

1 0.333 0.5



Os Limites da Simplicidade: Quando um 
Trapézio Não Basta
A Regra dos Trapézios Simples é um excelente ponto de partida, oferecendo uma melhoria significativa em 
relação às somas de Riemann com retângulos. No entanto, sua eficácia tem um limite claro: ela funciona 
melhor quando a função é relativamente "bem comportada" – ou seja, quase linear – dentro do intervalo único 
que estamos analisando.

Funções Lineares
Aproximação perfeita

Erro mínimo ou zero

Funções Suaves
Boa aproximação

Erro aceitável

Funções Complexas
Aproximação limitada

Erro significativo

Pense novamente na montanha do nosso exemplo. Se a seção da montanha que você está medindo é muito 
longa e tem muitas subidas e descidas, aproximar toda a seção com uma única linha reta (um único trapézio) 
seria como tentar cobrir uma série de picos e vales com um telhado plano. A estimativa resultante seria 
bastante imprecisa, pois a linha reta não conseguiria capturar as nuances da topografia.

O mesmo acontece com funções matemáticas. Se a curva for muito acentuada, oscilante ou tiver uma 
curvatura significativa em um intervalo grande, um único trapézio não será capaz de se ajustar bem, e o 
erro da aproximação será considerável.

Essa limitação nos leva a uma questão natural: como podemos manter a vantagem geométrica do trapézio, 
mas melhorar a precisão para funções mais complexas ou intervalos maiores? A resposta é simples e 
elegante: dividir para conquistar. Se um único trapézio não é suficiente, por que não usar vários? Essa é a 
base para a próxima evolução da nossa técnica, que nos permitirá lidar com cenários mais desafiadores e 
obter aproximações muito mais acuradas.



A Regra dos Trapézios Composta 
(Repetida): Dividir para Conquistar
Para superar as limitações da regra simples, introduzimos a Regra dos Trapézios Composta, também 
conhecida como Regra dos Trapézios Repetida. A ideia é intuitiva: em vez de usar um único trapézio para 
cobrir todo o intervalo , dividimos esse intervalo em  subintervalos menores de igual largura. Em cada um 
desses subintervalos, aplicamos a Regra dos Trapézios Simples e, em seguida, somamos todas as áreas dos 
trapézios resultantes.

[a, b] n

Analogia: Imagine que você está pavimentando uma estrada com um perfil irregular. Em vez de 
tentar nivelar toda a estrada com uma única camada, o que seria ineficiente e impreciso, você a 
divide em pequenos segmentos. Em cada segmento, você aplica uma camada de asfalto que se 
adapta melhor à inclinação local. Ao final, a soma de todas essas pequenas camadas resulta em uma 
superfície muito mais próxima do perfil desejado.

Estrutura Matemática

Matematicamente, se dividirmos o intervalo  em  subintervalos, cada um terá uma largura . Os 
pontos que dividem o intervalo serão .

[a, b] n h = ​

n
b−a

x =0 a,x ​ =1 a + h,x ​ =2 a + 2h, … ,x ​ =n b

A Fórmula da Regra dos Trapézios Composta

​ f(x)dx ≈∫
a

b

​ [f(x ​) +
2
h

0 2f(x ​) +1 2f(x ​) +2 ⋯ + 2f(x ​) +n−1 f(x ​)]n

Observe que os termos internos  são multiplicados por 2, pois cada ponto intermediário é a base de dois 
trapézios adjacentes.

f(x ​)i

Exemplo Revisitado

Vamos revisitar nosso exemplo , mas agora com  subintervalos.​ x dx∫0
1 2 n = 2

Definir parâmetros
a = 0, b = 1,n = 2 ⇒ h = (1 −
0)/2 = 0.5

Pontos: x ​ =0 0,x ​ =1 0.5,x ​ =2 1

Calcular valores
f(x ​) =0 f(0) = 0

f(x ​) =1 f(0.5) = 0.25

f(x ​) =2 f(1) = 1

Aplicar fórmula
​[0 +2

0.5 2(0.25) + 1]

= 0.25[1.5] = 0.375

Comparando com a integral exata de , a aproximação de  é muito mais próxima do que os  obtidos 
com a regra simples. Aumentar  geralmente melhora a precisão.

0.333 0.375 0.5

n



Desvendando o Erro: Quão Boa é Nossa 
Aproximação?
A Regra dos Trapézios Composta nos oferece uma maneira eficaz de aproximar integrais, mas como qualquer 
método de aproximação, ela não é perfeita. Sempre haverá uma diferença entre o valor exato da integral e a 
nossa estimativa. Essa diferença é o que chamamos de erro. Entender o erro não é apenas uma curiosidade 
acadêmica; é fundamental para saber a confiabilidade de nossos resultados em aplicações reais.

Imagine que você está usando um GPS para navegar. O GPS lhe dá uma posição aproximada, mas você 
sabe que há uma margem de erro. Para uma viagem casual, um erro de alguns metros pode ser aceitável. 
Mas se você está pilotando um avião, um erro de alguns metros pode ser catastrófico. Da mesma forma, 
em Análise Numérica, precisamos quantificar o erro para decidir se a aproximação é "boa o suficiente" 
para o nosso propósito.

Fórmula do Erro

Para a Regra dos Trapézios Composta, o erro ( ) é dado por:E ​T

E ​ =T − ​f (ξ)
12n2

(b − a)3
′′

Onde:

 e  são os limites de integraçãoa b

 é o número de subintervalosn

 é a segunda derivada da função  avaliada em algum ponto  dentro do intervalo f (ξ)′′ f(x) ξ [a, b]

Insights Cruciais

Dependência de n
O erro diminui com o 
quadrado de  ( ). Se 
dobrarmos o número de 
subintervalos, o erro é 
reduzido por um fator de 
quatro.

n n2

Dependência da 
curvatura
A segunda derivada mede 
a curvatura da função. Se 

 for grande (função 
muito curvada), o erro 
será maior. Para funções 
lineares ( ), a 
Regra dos Trapézios é 
exata!

f (ξ)′′

f (x) =′′ 0

Sinal do Erro
O sinal negativo indica que 
a Regra dos Trapézios 
geralmente superestima a 
integral para funções 
côncavas para cima (

) e subestima para 
funções côncavas para 
baixo ( ).

f >′′ 0

f <′′ 0



O Erro em Ação: Implicações Práticas da 
Análise
Compreender a fórmula do erro da Regra dos Trapézios Composta não é apenas um exercício teórico; é uma 
bússola que nos guia na aplicação prática. Saber como o erro se comporta nos permite tomar decisões 
informadas sobre como usar o método e quando ele é mais apropriado.

Cenário Prático

Um engenheiro precisa calcular a carga 
em uma estrutura usando a Regra dos 
Trapézios para integrar uma função de 
força.

Se a função de força tem uma segunda derivada muito grande 
(força varia drasticamente), ele precisará usar um número muito 
maior de subintervalos ( ) para atingir a precisão necessária 
para a segurança da estrutura.

n

A Análise do Erro Permite

1

Estimar a precisão
Podemos usar o valor máximo 
da segunda derivada no 
intervalo para estimar o limite 
superior do erro, garantindo 
que nossa aproximação esteja 
dentro de uma margem 
aceitável.

2

Otimizar n
Se temos um requisito de 
precisão (tolerância de erro), 
podemos rearranjar a fórmula 
do erro para determinar o  
mínimo necessário.

n

3

Comparar métodos
A forma do erro nos ajuda a 
entender por que a Regra dos 
Trapézios pode ser mais ou 
menos eficiente que outros 
métodos, dependendo da 
característica da função.

Contexto Atual: No contexto das tendências atuais, a análise de erro é crucial para o 
desenvolvimento de algoritmos numéricos eficientes em bibliotecas como NumPy e SciPy em 
Python. Os desenvolvedores e usuários dessas ferramentas precisam entender as propriedades de 
erro para escolher o método mais robusto e performático para cada problema, especialmente em 
cenários de ciência de dados e aprendizado de máquina onde a integração numérica é 
frequentemente utilizada.

Comparação de Aplicações

Conceito Âmbito/Aplicação Base/Origem Exemplo

Regra dos Trapézios 
Simples

Estimativas rápidas, 
funções quase lineares

Aproximação por uma 
linha reta em um 
intervalo

Cálculo da área de um 
terreno pequeno e 
com fronteira suave

Regra dos Trapézios 
Composta

Maior precisão, 
funções complexas, 
intervalos amplos

Soma de múltiplos 
trapézios em 
subintervalos

Cálculo da carga total 
em uma viga com 
força variável ao longo 
do comprimento

Análise do Erro Avaliação da 
confiabilidade, 
otimização de n

Dependência da 
segunda derivada e de 
n

Determinar quantos 
pontos de dados são 
necessários para uma 
simulação com erro 
máximo de 1%



Além do Básico: A Regra dos Trapézios no 
Cenário Moderno
A Regra dos Trapézios, em suas formas simples e composta, é um método fundamental na integração 
numérica. Ela faz parte de uma família maior de técnicas conhecidas como Fórmulas de Newton-Cotes, que 
utilizam polinômios de interpolação para aproximar a função a ser integrada. A Regra dos Trapézios, 
especificamente, usa um polinômio de grau 1 (uma linha reta) para essa aproximação.

Robustez
Método confiável e estável 
para diversas aplicações

Facilidade
Simples de implementar e 
entender

Ponto de Partida
Base para métodos mais 
avançados

Embora seja um método relativamente simples, sua robustez e facilidade de implementação o tornam uma 
ferramenta valiosa, especialmente como ponto de partida para métodos mais avançados. Em muitos casos, 
quando a precisão não é extremamente crítica ou quando a função é suave, a Regra dos Trapézios Composta 
com um número adequado de subintervalos pode ser perfeitamente suficiente.

Implementação Computacional

Python e SciPy: No cenário atual da computação, a implementação dessas regras é trivial com 
linguagens como Python e bibliotecas como NumPy e SciPy. Por exemplo, a função 
scipy.integrate.trapz já implementa a Regra dos Trapézios Composta, permitindo que engenheiros e 
cientistas apliquem esses conceitos a grandes conjuntos de dados ou em simulações complexas 
sem precisar codificar a fórmula do zero.

A compreensão teórica que você adquiriu hoje é o que permite usar essas ferramentas de forma inteligente, 
escolhendo o método correto e interpretando seus resultados com confiança.

Próximo Passo: A Regra dos Trapézios nos mostra que, mesmo com uma ideia simples – aproximar uma 
curva por segmentos de reta – podemos construir uma ferramenta poderosa. Mas a busca por maior 
precisão e eficiência nunca para. Isso nos leva naturalmente a questionar: e se, em vez de aproximar a 
função por uma linha reta, usássemos uma curva de grau superior, como uma parábola? Essa é a ideia por 
trás das Regras de Simpson, que exploraremos em nossa próxima aula, prometendo ainda mais acurácia 
com o mesmo número de pontos.



Consolidação e Próximos Passos
Nesta aula, desvendamos a Regra dos Trapézios, uma ferramenta essencial para a integração numérica. 
Começamos entendendo a necessidade de métodos de aproximação quando a integração analítica falha. Em 
seguida, exploramos a intuição geométrica de usar trapézios para estimar a área sob uma curva, o que nos 
levou à formulação da Regra dos Trapézios Simples. Para superar suas limitações em funções mais 
complexas ou intervalos maiores, introduzimos a poderosa Regra dos Trapézios Composta, que divide o 
problema em subintervalos menores. Finalmente, mergulhamos na análise do erro, compreendendo como a 
curvatura da função e o número de subintervalos afetam a precisão de nossas aproximações, um 
conhecimento vital para aplicações práticas.

Necessidade
Métodos de aproximação quando a integração 
analítica falha

Intuição
Trapézios se ajustam melhor às curvas que 
retângulos

Evolução
Da regra simples à composta para maior precisão

Análise
Compreensão do erro para aplicações confiáveis

Em Prática

Você agora tem as ferramentas para estimar integrais definidas de funções complexas. Ao se 
deparar com um problema que exige a área sob uma curva, seja em um projeto de engenharia ou em 
uma análise de dados, considere a Regra dos Trapézios Composta como sua primeira abordagem. 
Lembre-se de que aumentar o número de subintervalos ( ) melhora a precisão, mas também 
aumenta o custo computacional. A análise do erro será seu guia para equilibrar esses fatores e 
garantir a confiabilidade de seus resultados.

n

Autoavaliação

Qual é a principal vantagem da Regra dos Trapézios em comparação com as somas de Riemann que 
utilizam retângulos para aproximar a área sob uma curva?

1.

a) É mais fácil de calcular manualmente.

b) Utiliza uma aproximação linear da função, que geralmente se ajusta melhor à curva.

c) Não requer o conhecimento dos limites de integração.

d) É sempre exata para qualquer tipo de função.

Ao aplicar a Regra dos Trapézios Composta, se dobrarmos o número de subintervalos ( ), o erro da 
aproximação tende a ser reduzido por qual fator?

2. n

a) 2

b) 4

c) 8

d) Não há relação direta.

Para qual tipo de função a Regra dos Trapézios (simples ou composta) fornece um resultado exato, ou 
seja, com erro zero?

3.

a) Funções exponenciais.

b) Funções trigonométricas.

c) Funções lineares.

d) Funções quadráticas.

Em um contexto de aplicação prática, como a análise do erro da Regra dos Trapézios pode auxiliar um 
engenheiro?

4.

a) Apenas para validar a teoria matemática.

b) Para determinar o número mínimo de subintervalos necessários para atingir uma precisão desejada.

c) Para substituir completamente a necessidade de cálculos computacionais.

d) Para identificar funções que não podem ser integradas numericamente.

Explique como a Regra dos Trapézios Composta se relaciona com a Regra dos Trapézios Simples e por 
que a versão composta é geralmente preferível em aplicações que exigem maior precisão.

5.



Gabarito e Recursos
Gabarito

1

Resposta: b)

2

Resposta: b)

3

Resposta: c)

4

Resposta: b)

Próxima Aula

Aula 21: Avançaremos para as Regras de Simpson, que utilizam aproximações parabólicas para 
alcançar uma precisão ainda maior com o mesmo número de pontos.

Recursos Adicionais

Livros de Análise 
Numérica
Para aprofundar nos 
fundamentos teóricos e 
derivações

Documentação SciPy 
(Python)
Para explorar implementações 
práticas e exemplos de código

Cursos Online de 
Cálculo Numérico
Para ver demonstrações 
interativas e exercícios 
resolvidos

NOTA IMPORTANTE: As informações técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes 
e documentações oficiais para verificar as últimas atualizações em bibliotecas e ferramentas computacionais.


