Aula 2 - Aritmética de Ponto Flutuante e
Propagacao de Erros

Imagine que vocé esta construindo uma ponte. Cada medida, cada calculo de forca e material, precisa ser o
mais preciso possivel para que a estrutura seja segura e funcional. Agora, pense que, em vez de usar uma
trena perfeita, vocé tem uma trena que, de vez em quando, arredonda um milimetro para cima ou para baixo.
No inicio, isso pode parecer insignificante, mas e se esses pequenos erros se acumularem ao longo de
centenas de metros de construcao? O resultado final pode ser desastroso.

No mundo da computacao, nossos "calculos de ponte" sao as operacées numeéricas que sustentam desde
modelos financeiros complexos até simulacdes cientificas de ponta. E, assim como a trena imperfeita, os
computadores nao lidam com numeros de forma absolutamente exata. Eles tém suas proprias "regras" e
limitacdes para representar e operar com valores, especialmente aqueles que nao sao inteiros. Entender
essas regras nao € apenas uma curiosidade académica; é uma habilidade fundamental para qualquer
profissional que dependa de resultados computacionais precisos e confiaveis.

Nesta aula, vamos desvendar os mistérios por tras de como os computadores "pensam" sobre numeros reais,
focando na aritmética de ponto flutuante. Vocé aprendera a identificar as fontes de erro que surgem nesse
processo e, mais importante, como esses erros podem se espalhar e comprometer a exatidao de um calculo
longo. Ao final, vocé sera capaz de reconhecer situacdes de risco e aplicar estratégias para mitigar a
propagacao de erros, garantindo que suas analises e modelos sejam tao robustos quanto a ponte mais bem
construida. Prepare-se para uma jornada que transformara sua percepcao sobre a precisao digital.



O Universo Digital dos Numeros: Por Que
0.1 Nao E Exatamente 0.1?

) . Conceito-chave: Os computadores operam em binario (Os e 1s), ndo em decimal. Essa diferenca
fundamental é a raiz de muitos desafios de precisao.

No nosso dia a dia, estamos acostumados com o sistema decimal, onde numeros como 0.1, 0.5 ou 1/3 sao
representados de forma intuitiva. Um terco pode ser 0.333... com infinitas casas decimais, mas entendemos
seu valor. No entanto, o mundo dos computadores é fundamentalmente binario, operando apenas com Os e
1s. Essa diferenca de base numeérica é a raiz de muitos dos desafios que enfrentamos ao lidar com a precisao
em calculos digitais.

Pense em um computador como uma maquina que tem um espaco limitado para guardar informacdes. Se
vocé tem um armario pequeno, nao pode guardar todas as suas roupas. Da mesma forma, um computador
tem um numero finito de bits (digitos binarios) para representar um numero. Isso significa que, para muitos
numeros que sao perfeitamente representaveis no sistema decimal (como 0.1), ndo ha uma representacao
binaria exata e finita. E como tentar escrever "um terco" usando apenas fracées com denominadores que sdo
poténcias de 2 (1/2, 1/4, 1/8, etc.) — vocé nunca chega la de forma exata, apenas se aproxima.

Essa limitacao nos leva ao conceito de ponto flutuante, a forma como os computadores armazenam numeros
reais (aqueles com casas decimais). Em vez de tentar representar o numero inteiro e a parte fracionaria
separadamente com um ponto fixo, o ponto flutuante adota uma abordagem semelhante a notacao cientifica.
Ele permite representar uma vasta gama de valores, desde numeros muito pequenos até muito grandes,
sacrificando um pouco da precisao em favor da amplitude. E uma solucdo engenhosa, mas que vem com suas
proprias peculiaridades e desafios, como veremos a seguir.



A Anatomia do Ponto Flutuante: Sinal,
Mantissa e Expoente

Para entender como um numero é armazenado em ponto flutuante, podemos fazer uma analogia com a
notacao cientifica que usamos na matematica. Quando escrevemos 6,022 x 10*23 (o numero de Avogadro),
estamos expressando um numero muito grande de forma compacta, usando uma parte significativa (6,022) e
um expoente (23) que indica a ordem de grandeza. O ponto flutuante no computador segue uma ldgica
similar, mas em base binaria.

Sinal Mantissa Expoente
1 bit que indica se o numero é Representa os digitos Determina a ordem de
positivo (0) ou negativo (1) significativos do numero, grandeza, indicando onde o
determinando a precisao ponto binario deve ser
posicionado

Um numero em ponto flutuante & geralmente dividido em trés partes principais: o sinal, a mantissa (ou
significando) e o expoente. O bit de sinal indica se 0 numero ¢é positivo (0) ou negativo (1). A mantissa
representa os digitos significativos do nimero, ou seja, a sua "precisao". E como o "6,022" da nossa analogia.
Ja o0 expoente, também em binario, determina a ordem de grandeza do numero, indicando onde o "ponto"
decimal (ou binario, neste caso) deve ser posicionado. E como o "23" que eleva o 10.

Essa estrutura permite que o computador represente tanto numeros muito pequenos (com expoentes
negativos) quanto numeros muito grandes (com expoentes positivos) dentro de um espaco de memoria
limitado. Contudo, a quantidade de bits alocada para a mantissa define a precisao do numero. Quanto mais
bits na mantissa, mais digitos significativos podem ser armazenados, e menor sera o erro de representacao. E
um balanco entre a amplitude de valores que podem ser representados e a exatidao com que esses valores
sao armazenados.



O Padrao IEEE 754: A Linguagem Universal
da Precisao

Se cada fabricante de computador ou desenvolvedor de software criasse sua propria maneira de armazenar
numeros em ponto flutuante, o caos seria inevitavel. Imagine tentar compartilhar um arquivo de dados
numeéricos entre diferentes sistemas, apenas para descobrir que os resultados dos calculos sao ligeiramente
diferentes porque cada maquina interpreta os numeros de uma forma unica. A reprodutibilidade cientifica e a
confiabilidade de sistemas financeiros seriam seriamente comprometidas.

(0[] Padrao IEEE 754: Estabelecido em 1985, define formatos e métodos para aritmética de ponto
flutuante, garantindo consisténcia entre diferentes plataformas.

Foi para resolver esse problema que, em 1985, o Instituto de Engenheiros Eletricistas e Eletrénicos (IEEE)
estabeleceu um padrao: o IEEE 754. Este padrao define formatos e métodos para a aritmética de ponto
flutuante, garantindo que, independentemente do hardware ou software, um numero em ponto flutuante seja
representado e operado da mesma maneira. E a "lingua franca" que permite que programas e dados
numeéricos sejam portaveis e produzam resultados consistentes em diferentes plataformas.

O IEEE 754 especifica, entre outros, dois formatos principais que vocé provavelmente ja encontrou: a precisao
simples (32 bits) e a precisao dupla (64 bits). Na precisao simples, 1 bit € para o sinal, 8 bits para o expoente e
23 bits para a mantissa. Ja na precisao dupla, temos 1 bit para o sinal, 11 bits para o expoente e 52 bits para a
mantissa. Essa diferenca na quantidade de bits, especialmente na mantissa, € crucial: a precisao dupla
oferece muito mais digitos significativos, resultando em uma representacao numerica mais exata e,
consequentemente, em menos erros de arredondamento. E por isso que, em aplicacdes criticas, a precisdo
dupla é quase sempre a escolha preferencial.

Formato IEEE 754 Bits Totais Bits de Bits de Bits de Precisao
Sinal Expoente Mantissa Aproximad
a
(Decimais)
Precisao Simples 32 1 8 23 7-8

Precisao Dupla 64 1 1 52 15-17



Limitacoes e Surpresas da Aritmetica de
Ponto Flutuante: Onde a Exatidao se Perde

Mesmo com um padrao robusto como o IEEE 754, a aritmética de ponto flutuante nao é perfeita. A principal
limitacao reside no fato de que o numero de bits disponivel para representar a mantissa é finito. Isso significa
que a maioria dos numeros reais nao pode ser representada de forma exata; eles precisam ser arredondados
para o valor de ponto flutuante mais préximo que o sistema pode armazenar. E como tentar encaixar um
circulo perfeito em uma grade de pixels: vocé consegue uma boa aproximacao, mas nunca a forma original

exata.
O Problema Classico Por Que Isso O Impacto
?
01+0.220.3 Acontece? Peqguenos desvios podem se
: : Tanto 0.1 quanto 0.2 sao tornar significativos em
Em muitos sistemas, essa o o ' . .
operacao resulta em d!ZI,m.aS per-lodlcas em | s!stema? flna.nce{r.os ou
0.30000000000000004, n&o binario, assim como 1/3 € em simulacodes cientificas.
decimal.
em 0.3 exato.

Essa necessidade de arredondamento introduz o que chamamos de erro de representacao ou erro de
arredondamento. Um exemplo classico e surpreendente para muitos € a operacao 0.1 + 0.2 em muitos
sistemas computacionais. Intuitivamente, esperamos 0.3. No entanto, devido a forma como 0.1 e 0.2 sao
representados em binario (ambos sao dizimas periddicas em binario, assim como 1/3 é em decimal), eles sao
arredondados para os valores de ponto flutuante mais proximos. Quando esses valores arredondados sao
somados, o resultado final pode ser algo como 0.30000000000000004, e nao 0.3 exato.

Esse pequeno desvio, embora minusculo, pode ter consequéncias significativas em calculos que envolvem
muitas operacdes ou que sao sensiveis a pequenas variacées. Em sistemas financeiros, por exemplo, um erro
de centavos pode se tornar milhdes ao longo de milhares de transacdes. Em simulacdes cientificas, pequenos
desvios podem levar a resultados que se afastam cada vez mais da realidade. Compreender que a aritmética
de ponto flutuante nao é exata € o primeiro passo para desenvolver algoritmos numeéricos robustos e
confiaveis.




Operagées com Ponto Flutuante: Nem
Tudo E Simples Como Parece

Quando pensamos em somar dois numeros, nossa mente automaticamente visualiza a adicao exata que
aprendemos na escola. No entanto, no universo do ponto flutuante, as operacdes basicas como adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao sao mais complexas do que parecem e podem introduzir novos erros ou
amplificar os existentes. Cada operacao €&, na verdade, uma sequéncia de passos que inclui alinhamento de
expoentes, operacao na mantissa e, crucialmente, um novo arredondamento do resultado.

01 02

Alinhamento de Expoentes Operacao na Mantissa

Os expoentes precisam ser alinhados, o que pode As mantissas sao somadas, subtraidas, multiplicadas
exigir deslocamento da mantissa, perdendo digitos ou divididas conforme a operacao.

significativos.

03 04

Normalizacao Arredondamento Final

O resultado é ajustado para o formato padrao de O resultado é arredondado para caber no numero de
ponto flutuante. bits disponivel, introduzindo novo erro.

Considere a adicao de dois numeros em ponto flutuante. Primeiro, os expoentes precisam ser alinhados, o
que pode exigir que a mantissa de um dos numeros seja deslocada, perdendo digitos significativos no
processo. Em seguida, as mantissas sao somadas. Finalmente, o resultado é normalizado (ajustado para o
formato padrao) e arredondado para caber no numero de bits disponivel. Cada um desses passos € uma
oportunidade para que a precisao seja comprometida. E como tentar somar duas medidas de comprimento,
uma em milimetros e outra em quildmetros, usando uma régua que so tem marcacodes de centimetros: vocé
precisa converter, e nessa conversao e na leitura final, alguma precisao pode ser perdida.

[ 1 Exemplo Pratico: Tente verificar se (1.0 / 3.0) * 3.0 é igual a 1.0 em um computador. O resultado
pode ser 0.9999999999999999, nao 1.0 exato!

Um exemplo pratico disso é tentar verificar se (1.0 / 3.0) * 3.0 é igual a 1.0 em um computador.
Matematicamente, o resultado deveria ser 1.0. No entanto, 1.0 / 3.0 € uma dizima periddica em binario e sera
arredondado. Multiplicar esse valor arredondado por 3.0 e depois arredondar novamente pode nao resultar
exatamente em 1.0, mas em um valor muito préximo, como 0.9999999999999999. Essas pequenas
discrepancias sao a prova de que cada operacao de ponto flutuante é uma aproximacao, e ndo uma operacao
exata, o que nos leva a um dos vildes mais perigosos da analise numerica: o cancelamento catastrofico.



O Cancelamento Catastrofico: Um Vilao
Silencioso que Rouba a Precisao

[J £ Alerta Critico: O cancelamento catastrofico € um dos erros mais perigosos e insidiosos na
computacao numerica!

Entre as diversas formas de erro que podem surgir na aritmética de ponto flutuante, o cancelamento
catastrofico é um dos mais insidiosos e perigosos. Ele ocorre quando subtraimos dois numeros de ponto
flutuante que sdo muito proximos um do outro. Embora a diferenca matematica entre eles possa ser pequena,
a forma como essa operacao é realizada no computador pode levar a uma perda drastica de digitos
significativos, resultando em um erro relativo enorme.

O Problema A Solucao
Imagine dois numeros: Reformulacao algébrica para evitar subtracao direta:
e 123.456789 Problema: sqgrt(x+1) - sqrt(x) para x grande

e 123.456780 Solucéo: 1/ (sqrt(x+1) + sqrt(x))

Diferenca exata: 0.00000009 Essa reformulacao € matematicamente equivalente,

. , P . cpe . i i i - |
Se o sistema sé armazena 8 digitos significativos, mas numericamente muito mais estavel’
ambos se tornam 123.45679

Resultado da subtracao: 0.00000000

Toda a informacao foi perdida!

Imagine que vocé tem dois numeros: 123.456789 e 123.456780. A diferenca exata € 0.00000009. Se o seu
sistema de ponto flutuante sé consegue armazenar 8 digitos significativos, ambos 0s numeros seriam
representados como 123.45679. Ao subtrai-los, o resultado seria 0.00000000. Vocé acabou de perder toda a
informacéao significativa da diferenca! E como tentar medir a diferenca de peso entre duas penas usando uma
balanca de caminhdes: a balanca simplesmente nado tem a sensibilidade para detectar uma diferenca tao
pequena, e o resultado sera zero, mesmo que haja uma diferenca real.

Esse fendmeno é particularmente problematico em férmulas que envolvem a subtracao de termos quase
iguais. Por exemplo, calcular sqrt(x+1) - sqrt(x) para um x muito grande. A medida que x cresce, sqrt(x+1) e
sgrt(x) se tornam muito proximos, e a subtracao direta resultara em cancelamento catastrofico. A solucao,
muitas vezes, envolve a reformulacao algébrica da expressao para evitar essa subtracao direta. No exemplo
dado, poderiamos multiplicar e dividir por (sqgrt(x+1) + sqgrt(x)), transformando a expressao em 1/ (sqrt(x+1) +
sgrt(x)), que é numericamente mais estavel. Reconhecer e mitigar o cancelamento catastrofico é uma
habilidade essencial para garantir a robustez de qualquer calculo numerico.



Introducao a Propagacao de Erros: O
Efeito Domino dos Calculos

Até agora, falamos sobre erros que surgem na representacao de numeros ou em operacoes individuais. Mas a
realidade da computacao numerica é que os calculos raramente consistem em uma unica operacao. Pelo
contrario, sao sequéncias longas e complexas de passos, onde o resultado de uma operagao se torna a
entrada para a proxima. O que acontece, entao, quando um pequeno erro inicial se infiltra nessa cadeia de
calculos?

E2

Entrada com Erro

Um pequeno erro inicial nos dados de entrada

f_
dx

Operacao 1

O erro é transformado pela primeira operacao

O~
FAN

Operacao 2 Resultado Final

O erro pode ser amplificado ou atenuado O erro acumulado pode ser muito maior que o

inicial

E aqui que entra o conceito de propagacao de erros. Assim como um pequeno empurrdo em uma peca de
domind pode derrubar toda uma sequéncia, um erro minusculo em uma etapa inicial de um calculo pode ser
amplificado, atenuado ou transformado a medida que avanca pelas operacdes subsequentes. O erro nao fica
isolado; ele "se propaga" através do sistema, potencialmente levando a um resultado final que esta muito
longe do valor verdadeiro.

Entender a propagacao de erros € crucial para avaliar a confiabilidade dos resultados computacionais. Nao
basta saber que existe um erro; precisamos saber o quao grande ele pode se tornar e sob quais condicées. E
como um engenheiro que nao apenas projeta uma ponte, mas também calcula como pequenas imperfeicoes
nos materiais ou no solo podem afetar a integridade da estrutura ao longo do tempo. Sem essa analise, a
confianca nos resultados é apenas uma aposta. Nas proximas secodes, exploraremos como quantificar esses
erros e como eles se comportam em diferentes tipos de operacdes.



Erro Absoluto e Erro Relativo: Medindo o
Impacto da Incerteza

Para lidar com a propagacao de erros de forma eficaz, precisamos de ferramentas para quantificar o "quao
errado" um numero esta. Nao basta dizer que ha um erro; precisamos de uma metrica que nos permita
comparar a magnitude do erro com o valor que estamos medindo. E como saber que vocé cometeu um erro
de 1 metro: isso € muito se vocé esta medindo uma mesa, mas insignificante se estd medindo a distancia entre

cidades.

Duas das métricas mais fundamentais para quantificar erros sao o erro absoluto e o erro relativo.

Erro Relativo (Er)

E o erro absoluto dividido pelo valor verdadeiro:

E, =
|Valor Aproximado — Valor Verdadeiro|

|Valor Verdadeiro|

Exemplo: Para Ea = 0.1 e valor verdadeiro = 10,
entao Er = 0.01 (ou 1%)

Coloca o erro em perspectiva, mostrando a
precisao relativa.

Quando Usar Cada Um?

Erro Absoluto Erro Relativo

e Quando a magnitude do erro é o que importa e Para avaliar a precisao em relacao a escala

e Tolerancias de pecas mecanicas e Analises numéricas em geral

e Maedicdes fisicas diretas e Comparacdes entre diferentes ordens de
grandeza

A escolha entre erro absoluto e relativo depende do contexto. Em situacdes onde a magnitude do erro € o que
importa (por exemplo, a tolerancia de uma peca mecanica), o erro absoluto é mais relevante. No entanto, para
a maioria das analises numeéricas, o erro relativo é preferivel, pois ele nos diz o quao "preciso" o resultado é
em relacao ao seu proprio tamanho. Um erro relativo pequeno indica alta precisao, independentemente da
escala do numero.



Propagacao de Erros em Operacoes
Basicas: Como os Erros se Somam e se

Multiplicam

Agora que sabemos como quantificar um erro, vamos ver Como esses erros se comportam quando numeros
com incertezas sao submetidos a operacdes aritméticas basicas. A ideia central é que, se as entradas de uma
operacao ja contém erros, o resultado dessa operacao também tera um erro, e esse erro sera uma
"combinacao" dos erros das entradas.

Adicao e Subtracao
Quando somamos ou subtraimos dois numeros com erros, os erros absolutos tendem a se

somar.

Setemos z + Az e y + Ay, entao:

z=xty=Az=Ax+ Ay

[)' . Analogia: Se vocé tem uma régua com incerteza de Tmm e outra com 0.5mm, e
soma duas medidas, a incerteza total sera de 1.5mm.

Multiplicacao e Divisao
Para multiplicacao e divisao, os erros relativos tendem a se somar.

Setemosz+Azey+ Ay, ez==x-yoUz=zx/y, entao:

2 E.(z) = E,(z) + E,(y)

[ . Analogia: Se vocé mede o comprimento de um terreno com 1% de erro e a largura
com 2% de erro, a area calculada tera aproximadamente 3% de erro relativo.

Pontos Importantes

e Essas sao estimativas de erro maximo (pior cenario)
e Na pratica, os erros podem se cancelar parcialmente
e Para garantir robustez, sempre consideramos o pior cenario

e Essas regras sao fundamentais para prever degradacao de precisao em algoritmos iterativos

E importante notar que essas sdo estimativas de erro maximo. Na pratica, os erros podem se cancelar
parcialmente, mas para garantir a robustez, sempre consideramos o pior cenario. Compreender essas regras
basicas é fundamental para prever como a precisao de um calculo pode degradar-se ao longo de uma
sequéncia de operacoes, especialmente em algoritmos iterativos ou em simulacées de longo prazo.



A Propagacao de Erros em Funcoes Mais
Complexas: Alem das Operacoes Basicas

A vida real da analise numérica raramente se limita a somas, subtracées, multiplicacdes e divisoes.
Frequentemente, trabalhamos com funcdes mais complexas, como exponenciais, logaritmos, funcdes
trigonomeétricas ou até mesmo fungodes definidas por integrais. Como os erros se propagam atraves dessas
operacodes nao lineares? A boa noticia é que podemos usar uma ferramenta poderosa do calculo diferencial
para estimar essa propagacao: a linearizacao.

[ @ Ferramenta-chave: A linearizacdo usando derivadas nos permite estimar a propagacao de erros
em fungdes complexas.

O Conceito A Formula
Pense em uma fungao f(z) e um valor de O erro na saida pode ser estimado como:
entrada z que tem um pequeno erro Ax.

~ /
Queremos saber qual serd o erro Af no Af ~|f(z) Az
resultado.

A sensibilidade da funcao ao erro é proporcional ao valor
Para pequenas variacoes, aproximamos a absoluto da derivada.

funcao por sua reta tangente no ponto z. A
o Derivada grande: Pequeno erro na entrada - Grande

erro na saida

inclinacdo dessa reta € dada pela derivada

f'(z).

o Derivada pequena: A funcao "suaviza" o erro

Pense em uma fung¢ao f(z) e um valor de entrada =z que tem um pequeno erro Az. Queremos saber qual sera
o erro Af no resultado da funcao. Para pequenas variacdes, podemos aproximar a funcao por sua reta
tangente no ponto z. A inclinagao dessa reta tangente é dada pela derivada f/'(z). Assim, o erro na saida da
funcao pode ser estimado como o produto da derivada da funcao pelo erro na entrada:

Af ~|f(@)] - A

Essa formula nos diz que a sensibilidade da funcao ao erro na entrada é diretamente proporcional ao valor
absoluto da sua derivada naquele ponto. Se a derivada for grande, um pequeno erro na entrada pode gerar
um erro muito maior na saida. Se a derivada for pequena, a funcao tende a "suavizar" o erro.

[ @ Analogia: Imagine que vocé estd atirando uma flecha. Se o arco é muito sensivel (derivada alta),
um pequeno tremor na sua mao (erro na entrada) pode fazer a flecha desviar muito do alvo (erro na
saida). Se o arco & mais estavel (derivada baixa), o mesmo tremor terd um impacto menor.

Essa técnica de linearizacao € a base para a analise de sensibilidade e é amplamente utilizada para estimar a
propagacao de erros em modelos cientificos e de engenharia, permitindo-nos entender quais partes de um
sistema sao mais vulneraveis a incertezas nas medicdes ou nos calculos.



Condicionamento de Problemas e
Estabilidade de Algoritmos: A Resiliéncia
dos Calculos

Nem todos os problemas numéricos sao criados iguais quando se trata de sensibilidade a erros. Alguns
problemas sao inerentemente mais "frageis" do que outros. Essa caracteristica é definida pelo
condicionamento do problema. Um problema é considerado bem-condicionado se pequenas perturbacoes
nos dados de entrada resultam em pequenas perturbacdes nos resultados. Por outro lado, um problema é
mal-condicionado se pequenas perturbacdes nos dados de entrada podem levar a grandes perturbacdes nos
resultados.

[ “. Analogia: Uma mesa bem construida (bem-condicionada) se move um pouco quando empurrada.
Uma mesa bamba (mal-condicionada) pode tombar com um pequeno toque.

Pense em uma mesa. Uma mesa bem construida, com quatro pernas firmes, € bem-condicionada: se vocé a
empurrar um pouco, ela se move um pouco. Uma mesa bamba, com uma perna solta, € mal-condicionada: um
pequeno toque pode fazé-la tombar. O numero de condicionamento € uma métrica que quantifica essa
sensibilidade: um numero de condicionamento pequeno indica um problema bem-condicionado, enquanto um

numero grande indica um problema mal-condicionado.

Além do condicionamento do problema em si, a forma como resolvemos o problema também importa. Isso

nos leva a estabilidade de algoritmos. Um algoritmo é estavel se ele ndao amplifica excessivamente os erros

de arredondamento que surgem durante a computacao. Um algoritmo instavel, por outro lado, pode
transformar pequenos erros de arredondamento em erros gigantescos, mesmo para um problema bem-

condicionado.

Caracteristica

Definicao

Impacto

Exemplo

Caracteristica

Definicao

Impacto

Exemplo

Problema Bem-Condicionado

Saida pouco sensivel a pequenas
mudancas na entrada.

Resultados confiaveis mesmo com
pequenas incertezas.

Calcular a média de numeros.

Algoritmo Estavel

Nao amplifica erros de
arredondamento.

Produz resultados precisos para
problemas bem-condicionados.

Método de Newton para raizes.

Problema Mal-Condicionado

Saida muito sensivel a pequenas
mudancas na entrada.

Resultados imprevisiveis com
pequenas incertezas.

Resolver sistemas lineares com
matrizes quase singulares.

Algoritmo Instavel

Amplifica erros de arredondamento.

Pode produzir resultados imprecisos
mesmo para problemas bem-
condicionados.

Certas formulacdes de diferencas
finitas.

A combinacao ideal € um problema bem-condicionado resolvido por um algoritmo estavel. No entanto, nem

sempre temos a sorte de ter problemas bem-condicionados, e € ai que a escolha de um algoritmo

numericamente estavel se torna ainda mais critica para obter resultados confiaveis.



Estrategias para Minimizar Erros: Armas
Contra a Imprecisao Digital

Diante de todas as fontes de erro que vimos, pode parecer que estamos a mercé da imprecisao digital. No

entanto, a boa noticia € que existem diversas estratégias e técnicas que podemos empregar para minimizar a

ocorréncia e a propagacao de erros, tornando nossos calculos mais robustos e confidveis. E como um bom
estrategista que, conhecendo as fraquezas do inimigo, planeja suas defesas e ataques.

&

Reformulacao Algébrica

Reescrever expressdes de forma matematicamente
equivalente, mas numericamente mais estavel.

Exemplo: Em vez de sqrt(x+1) - sqrt(x), use 1/
(sgrt(x+1) + sqrt(x))

Evita cancelamento catastrofico e perda de precisao.
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Aritmética de Intervalo

Representar cada numero por um intervalo que
contém o valor verdadeiro.

Permite rastrear a propagacao de incertezas de
forma rigorosa.

Util para analise de pior caso.

£

Precisao Estendida

Usar tipos de dados com mais bits para a mantissa
(float128, precisao arbitraria).

Aumenta a precisao de representacao e reduz erros
de arredondamento.

Trade-off: Maior custo computacional.

G
Analise de Sensibilidade

Identificar quais parametros de entrada mais afetam a
saida.

Permite focar esforcos de precisdao onde mais
importa.

Usa derivadas e linearizacao para estimar impactos.

Escolhendo a Estratégia Certa

A escolha da estratégia depende de varios fatores:

e Natureza do problema: Bem-condicionado ou mal-condicionado?

e Precisao exigida: Qual é o erro aceitavel?

e Recursos computacionais: Tempo e memoria disponiveis?

e Complexidade de implementacao: Quanto esfor¢co de desenvolvimento?

Uma das estratégias mais eficazes é a reformulacao algébrica de expressées. Como vimos no caso do

cancelamento catastrofico, uma expressao que subtrai numeros quase iguais pode ser reescrita de uma

forma matematicamente equivalente, mas numericamente mais estavel. Por exemplo, em vez de sqrt(x+1) -

sgrt(x), podemos usar 1/ (sqrt(x+1) + sgrt(x)). Essa mudanca simples pode evitar uma perda massiva de

precisao.

Outra abordagem é o uso de precisao estendida ou aritmética de precisao arbitraria. Embora a precisao
dupla (64 bits) seja o padrao, algumas bibliotecas e linguagens permitem o uso de tipos de dados com ainda

mais bits para a mantissa, como float128 ou até mesmo precisao ilimitada (simulada por software). Isso

aumenta a precisao de representacao e reduz os erros de arredondamento, mas geralmente vem com um

custo computacional maior.

Além disso, técnicas como a aritmética de intervalo (onde cada numero é representado por um intervalo que

contém o valor verdadeiro, em vez de um unico ponto) e a analise de sensibilidade (para identificar quais

parametros de entrada mais afetam a saida) sao ferramentas poderosas. A escolha da estratégia depende do
problema, da precisao exigida e dos recursos computacionais disponiveis. O importante € estar ciente das

opcoes e saber quando aplica-las.



Conectando a Teoria com a Pratica:
Python e Analise Numeérica

A teoria da aritmética de ponto flutuante e propagacao de erros ganha vida quando a aplicamos em

ferramentas computacionais. Linguagens como Python, com suas poderosas bibliotecas como NumPy e

SciPy, sao amplamente utilizadas em analise numerica, engenharia e ciéncia de dados. Entender como esses
conceitos se manifestam no cdodigo é fundamental para escrever programas robustos e interpretar seus

resultados corretamente.

[ - Python e IEEE 754: Por padrao, Python usa precisdo dupla (64 bits) para nimeros de ponto

flutuante, seguindo o padrao IEEE 754.

Observando o Erro na Pratica
Em Python, vocé pode observar o erro de

representacao diretamente:

>>>0.1+0.2
0.30000000000000004

A biblioteca NumPy oferece tipos especificos:

e np.float32 (precisao simples)

e np.floaté4 (precisao dupla)

E define constantes uteis:

>>> np.finfo(np.float64).eps
2.220446049250313e-16

Este é 0 "epsilon de maquina" - a menor diferenca

entre 1.0 e o préximo numero representavel.

Boas Praticas em Python

1. Escolha de tipos: Use float64 para maior
precisao na maioria dos casos

2. Reformulacao: Evite subtracdes de numeros
quase iguais sempre que possivel

3. Comparacoes: Nunca use == para comparar
floats diretamente

4. Tolerancias: Use abs(a - b) < epsilon para
verificar igualdade aproximada

5. Estabilidade: Considere o condicionamento do
problema e a estabilidade do algoritmo

Exemplo Pratico: Critérios de Parada em Métodos Iterativos



Consolidacao do Conhecimento

Nesta aula, desvendamos o universo da aritmética de ponto flutuante, a linguagem secreta dos computadores

para lidar com numeros reais. Compreendemos que a precisao absoluta € uma ilusao digital e que 0s humeros
sao representados por aproximacoes, regidas pelo padrao IEEE 754. Exploramos as fontes de erro, desde o
arredondamento inerente até o perigoso cancelamento catastrofico, e aprendemos como esses pequenos
desvios podem se propagar, comprometendo a confiabilidade de nossos calculos. Mais importante, vimos que
nao estamos indefesos: existem estratégias para mitigar esses erros, desde a reformulacao algébrica até a

escolha consciente de algoritmos e tipos de dados.

Fontes de Erro

Arredondamento, cancelamento catastrofico,
operacoes

Estratégias

Reformulacao, precisao estendida, analise de
sensibilidade

Em Pratica

Ao desenvolver qualquer sistema que envolva
calculos numéricos, especialmente em areas como
financas, engenharia ou ciéncia de dados, sempre
questione a precisao dos seus resultados. Nao
confie cegamente na igualdade == para numeros de
ponto flutuante. Prefira a precisao dupla (float64) e
esteja atento a expressdes que possam levar a
cancelamento catastréfico. A andlise numérica nao
€ apenas sobre encontrar a resposta, mas sobre
encontrar a resposta confiavel.

Proxima Aula

Na Aula 3 - Métodos de Isolamento de Raizes,
daremos um passo adiante, explorando como
encontrar os zeros de funcdes, um problema
fundamental em diversas areas da ciéncia e
engenharia, e como a precisao que estudamos hoje
sera crucial para a eficacia desses métodos.

Recursos Adicionais

e Livro "Numerical Methods in Engineering with Python 3" de Jaan Kiusalaas: Para aprofundamento

pratico com Python.

e« Documentacao oficial do NumPy: Para detalhes sobre tipos de dados e funcdes numeéricas.

e Artigos sobre o padrao IEEE 754: Para uma compreensao mais técnica da sua implementacao.



Autoavaliacao

Questoes de Multipla Escolha

— ) —— ———()—

Qual das seguintes afirmacoes sobre O que é o cancelamento catastroéfico e
a aritmética de ponto flutuante é em qual operacao ele é mais
correta? proeminente?

1. Todos oS numeros reais podem ser 1. E a soma de nUmeros muito pequenos,
representados de forma exata em ponto resultando em um erro de arredondamento.
flutuante. 2. E a perda de digitos significativos ao

2. O padrao IEEE 754 garante que 0.1 + 0.2 subtrair dois numeros muito proximos.
sempre resultara exatamente em 0.3. 3. E a amplificacdo de erros na divisao por um

3. A precisao dupla (64 bits) oferece mais numero muito pequeno.
digitos significativos do que a precisao 4. E arepresentagéo incorreta de nimeros
simples (32 bits). inteiros grandes.

4. O cancelamento catastréfico ocorre
principalmente na multiplicacdo de numeros
muito grandes.

R L

Se um calculo tem um erro absoluto Qual das seguintes estratégias é mais
de 0.001 e o valor verdadeiro é 100, eficaz para mitigar o cancelamento
qual é o erro relativo? catastrofico?
1. 0.001% 1. Sempre usar precisao simples (32 bits) para
2. 0.01% economizar memoria.
3 01% 2. Reformular algebricamente a expressao
41 para evitar a subtracao de termos quase
. iguais.
3. Ignorar pequenos erros, pois eles se
cancelam em calculos longos.
4. Usar apenas numeros inteiros em todas as
operacoes.
Gabarito
1. c) 2. b) 3. a) (0.001/100 = 4.b)

0.00001 = 0.001%)

Questao Discursiva

Explique a diferenca entre um problema bem-condicionado e um problema mal-condicionado, e como a
estabilidade de um algoritmo se relaciona com essas caracteristicas para garantir a confiabilidade dos
resultados numéricos.

[J £I2 NOTA IMPORTANTE: As informacdes regulatdrias/legais/técnicas desta aula estdo atualizadas até
2025. Consulte sempre fontes oficiais para verificar alteracdes.



