Aula 2 - Analise Matricial de Trelicas
Planas (Parte 1): Rigidez Local e Global

Imagine-se diante de um projeto de estrutura complexa, como uma torre de transmissao ou uma ponte

estaiada. Antigamente, engenheiros passavam dias, até semanas, realizando calculos manuais exaustivos
para determinar as forcas e deslocamentos. Era um trabalho herculeo, propenso a erros e que limitava a
complexidade dos projetos. Hoje, com a ajuda de softwares poderosos como SAP2000, ETABS ou Ftool, essa
analise é feita em segundos. Mas qual a magica por tras desses programas? A resposta esta na Analise
Matricial de Estruturas, um método sistematico e elegante que transforma o problema estrutural em um
conjunto de equacoes lineares, facilmente resolviveis por computadores.

Nesta aula, embarcaremos na primeira parte dessa jornada fascinante, focando nas trelicas planas -
estruturas fundamentais na engenharia. Compreenderemos como cada elemento individual de uma trelica se
comporta e como podemos descrever sua "rigidez" matematicamente. Essa rigidez € a chave para entender
como a estrutura resiste as cargas e se deforma. Ao final, vocé sera capaz de definir um elemento de trelica,
derivar sua matriz de rigidez em um sistema de coordenadas local, entender a importancia da transformacao
de coordenadas e, finalmente, obter a matriz de rigidez no sistema de coordenadas global, preparando o
terreno para a montagem da estrutura completa.

Este conhecimento nao € apenas teodrico; ele € a base para qualquer engenheiro que deseja nao apenas usar
softwares de analise estrutural, mas verdadeiramente entender o que eles fazem e, crucialmente, validar seus
resultados. E a diferenca entre ser um operador de ferramenta e um mestre na arte de projetar estruturas
seguras e eficientes.



A Revolucao da Analise Estrutural: Do
Papel ao Computador

Por muito tempo, a analise de estruturas era um processo
artesanal, dependendo fortemente de metodos graficos e
de equacdes complexas resolvidas manualmente. Cada
viga, cada pilar, cada barra de uma trelica exigia um
tratamento individualizado, e a interconexao entre eles era
um desafio que crescia exponencialmente com a
complexidade da estrutura. Essa abordagem, embora
fundamental para o desenvolvimento inicial da
engenharia, era um gargalo para a inovacao e para a
otimizacao de projetos.

A virada de chave veio com o advento dos computadores
e, com eles, a formalizacao dos métodos matriciais. De
repente, a analise estrutural deixou de ser uma arte

manual para se tornar uma ciéncia computacional. O
Método da Rigidez Direta, que exploraremos aqui, € a
espinha dorsal de quase todos os softwares modernos,
permitindo que estruturas gigantescas sejam analisadas
com precisdo e rapidez. E como passar de construir um
castelo de areia com as maos para usar uma impressora
3D: a escala e a complexidade que podem ser alcancadas
sao incomparaveis.

Nesta aula, vamos desvendar os principios por tras dessa revolucao, comecando pelo entendimento do
comportamento de um Unico elemento estrutural. E a partir dessa unidade basica que toda a estrutura sera
construida e analisada, de forma analoga a como um conjunto de pecas de LEGO, por mais simples que sejam
individualmente, pode formar uma estrutura complexa e robusta quando montadas corretamente.



O Elemento de Trelica: A Unidade
Fundamental

Juntas Articuladas Forcas Axiais Cargas Nodais

Conexodes por pinos has Apenas tracao ou compressao Aplicadas somente nas juntas
extremidades

Para comecar a desvendar a analise matricial, precisamos primeiro entender o seu componente mais basico:
o elemento de trelica. Pense em uma trelica como um esqueleto, onde cada 0sso € uma barra e as
articulagcdes sao as juntas. No contexto da engenharia, um elemento de trelica € uma barra reta, geralmente
esbelta, conectada a outros elementos por meio de pinos (juntas articuladas) em suas extremidades. Essa
configuracao simplifica drasticamente a analise, mas € incrivelmente eficaz para muitas aplicacoes.

[ Premissas Fundamentais: As cargas sdo aplicadas apenas nas juntas, as juntas sdo perfeitamente
articuladas (pinos), e os elementos sao capazes de resistir apenas a forcas axiais — tracao ou
compressao. Isso significa que ndo ha momentos fletores ou forgas cortantes sendo transmitidos
atraves das barras.

Essa simplificacdo, longe de ser uma limitacdo, é uma poderosa ferramenta de modelagem. E como um
medico que, ao analisar um braco, foca primeiro nos 0ssos € musculos principais, ignorando temporariamente
0S pequenos vasos sanguineos para entender a estrutura fundamental. Ao compreender o comportamento de
cada "0sso0" (elemento) sob tracao ou compressao, podemos construir uma imagem precisa de como a
estrutura inteira se comportara sob carga.



Entendendo a Rigidez: A Resisténcia a
Deformacao

)
)
)
)
)

No coragao da analise estrutural esta o conceito de rigidez. O que exatamente significa dizer que algo é
"rigido"? Em termos de engenharia, a rigidez de um elemento é sua capacidade de resistir a deformacao
quando submetido a uma forca. Quanto maior a rigidez, menor a deformacao para uma dada forca. E uma
propriedade fundamental que define como um material ou uma estrutura se comporta sob carregamento.
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Definicao Matematica Fatores que Influenciam

A rigidez (k) é definida como a razao entre a e Modulo de elasticidade (E)
forca aplicada (P) e o deslocamento resultante
(6):

e Area da secdo transversal (A)

e Comprimento do elemento (L)

P
k=
5

Matematicamente, a rigidez (k) é definida como a razao entre a forca aplicada (P) e o deslocamento resultante
(6), ou seja, k = P/6. Essa relacao € uma extensao direta da Lei de Hooke, que vocé provavelmente ja conhece
da resisténcia dos materiais (F = kx). Para um engenheiro, entender a rigidez € como um musico entender a
afinacao de um instrumento: é o que permite que a estrutura "cante" em harmonia sob as cargas, sem
desafinar (deformar excessivamente) ou quebrar.

A rigidez de um elemento de trelica depende de suas propriedades materiais (médulo de elasticidade, E), de
sua geometria (area da secao transversal, A) e de seu comprimento (L). Um elemento mais curto, com maior
area e feito de um material mais resistente, sera mais rigido. Essa compreensao intuitiva € a base para a
formulacao da matriz de rigidez, que é a representacao matematica dessa capacidade de resisténcia a
deformacao.



Derivando a Matriz de Rigidez Local (Parte
1: Conceitos Iniciais)

Sistema de Coordenadas Local

Agora que entendemos o que € um elemento de
trelica e o conceito de rigidez, vamos mergulhar na
derivacao da sua matriz de rigidez. Comecaremos
no que chamamos de "sistema de coordenadas
local". Imagine que cada elemento de trelica tem
seu proprio sistema de coordenadas, alinhado com
seu proprio eixo. Isso simplifica muito a analise
inicial, pois estamos olhando para o elemento
isoladamente, como se ele fosse o centro do

universo.
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Identificar os Nés Definir DOFs Locais Simplificar para Axial

Cada elemento possui dois nés Deslocamentos nas direcoes x' e Considerar apenas deslocamentos
com graus de liberdade y' locais axiais (x')

Nesse sistema local, um elemento de trelica bidimensional tem dois nds, e cada n6 possui dois graus de
liberdade (DOFs): um deslocamento na direcao x local e um deslocamento na direcao y local. No entanto,
como um elemento de trelica so resiste a forcas axiais, podemos simplificar ainda mais para a derivacao
inicial, considerando apenas os DOFs axiais. Pense nisso como analisar um carro em uma estrada reta: vocé
se preocupa principalmente com o movimento para frente e para tras, e nao tanto com os movimentos laterais
ou verticais haquele momento.

A matriz de rigidez local, portanto, descrevera como as forcas axiais aplicadas nas extremidades do elemento
(seus nos) resultam em deslocamentos axiais nessas mesmas extremidades. E uma representacdo compacta
e poderosa da relacao forca-deslocamento para o elemento isolado, antes de considerarmos como ele se
encaixa na estrutura maior.



Derivando a Matriz de Rigidez Local (Parte
2: Formulacao)

Vamos agora formalizar a derivacao da matriz de rigidez para um elemento de trelica em seu sistema de
coordenadas local. Considere um elemento de barra com comprimento L, area de secao transversal A e
modulo de elasticidade E. Ele possui dois nos, 1e 2. No sistema local, o eixo x' esta alinhado com a barra. Os

deslocamentos axiais nos nds sao u'l e u'2, e as forcas axiais correspondentes sao f'1 e f'2.

[J Relacao Forca-Deslocamento

Se aplicarmos uma forca f'1 no n6 1, o deslocamento u'1sera f'1* L / (AE), e o deslocamento u'2
sera -f'"1* L / (AE) (assumindo que o no 2 esta fixo e depois liberado). De forma mais sistematica,
podemos relacionar as forcas e deslocamentos usando a Lei de Hooke e as equacdes de equilibrio.

A forca interna na barra € dada por ¢ * A, onde ¢ é atensao. Atensao é E * €, e a deformacao e é (u'2 -u'l) /
L. Assim, a forca interna é (AE/L) * (u'2 - u'1).

Aplicando o equilibrio nos nds, obtemos as seguintes relacdes:

e f"1=(AE/L)* (U1 -u'2)
o f'2=(AE/L) * (u'2 - u")

Essas equacdes podem ser escritas na forma matricial como:

/ AFE __AE /
A= ] )

A matriz [k'] € a matriz de rigidez local do elemento de trelica. Ela € uma matriz 2x2, pois estamos
considerando apenas os dois graus de liberdade axiais no sistema local.



A Necessidade de um Sistema Global:
Unificando a Estrutura
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Sistema Local Transformacao Sistema Global
Cada elemento em seu préprio Conversao de coordenadas Referéncia universal da
"mundo” estrutura

Até agora, analisamos o elemento de trelica em seu proprio "mundo”, o sistema de coordenadas local. Isso é
otimo para entender o comportamento individual da barra, mas estruturas reais sdo compostas por multiplos
elementos, muitas vezes orientados em diferentes direcdes no espaco. Como podemos juntar essas pecas
individuais, cada uma com seu proprio sistema de referéncia, para formar um todo coeso e analisavel?

A resposta esta na introducao de um "sistema de
coordenadas global". Pense nele como um mapa universal
para toda a estrutura. Enquanto cada elemento tem sua
propria bussola (o sistema local), o sistema global é o
norte verdadeiro que todos os elementos devem
referenciar. Sem um sistema global, seria como tentar
construir uma casa onde cada tijolo tem sua propria
orientacao: o resultado seria um caos.

O sistema global permite que todos os deslocamentos e forcas de todos 0s elementos sejam expressos em
uma base comum. Isso € fundamental para que possamos somar as contribuicdes de rigidez de cada
elemento e montar a matriz de rigidez global da estrutura inteira. Essa matriz global € o coragao do método da
rigidez, pois ela relaciona todas as forcas externas aplicadas a estrutura com todos os deslocamentos nodais
resultantes.



Matriz de Transformacao de Coordenadas
(Parte 1: A Ponte entre Mundos)

A Ponte entre Sistemas

A transicao do sistema de coordenadas local para o global € um passo crucial e é realizada por meio da
matriz de transformacao de coordenadas, frequentemente denotada por [T]. Se a matriz de rigidez local é a
"voz" de cada elemento em seu proprio idioma, a matriz de transformacao é o "tradutor" que permite que
essa voz seja compreendida no idioma universal da estrutura global.
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Matriz de Rotacao Conversao Bidirecional Cossenos Diretores
Essencialmente uma matriz que Converte deslocamentos e forcas Utiliza os cossenos diretores do
realiza rotacao geométrica entre do local para global e vice-versa elemento em relacao aos eixos
sistemas de coordenadas globais

Essa matriz [T] é essencialmente uma matriz de rotacao. Ela converte os deslocamentos e forcas expressos
no sistema local (alinhado com o elemento) para o sistema global (alinhado com a estrutura como um todo).
Imagine que vocé esta descrevendo a posicao de um objeto em relacao a si mesmo (local) e depois precisa
descrevé-la para alguém que esta olhando para um mapa (global). A matriz de transformacao faz exatamente
essa conversao de perspectiva.

A beleza da matriz de transformacao reside em sua simplicidade geométrica. Ela utiliza os cossenos diretores
do elemento em relacao aos eixos globais para realizar essa conversao. Sem essa ponte, a analise matricial
seria inviavel para estruturas complexas, pois nao haveria como unificar o comportamento dos diversos
elementos.



Matriz de Transformacao de Coordenadas
(Parte 2: Componentes e Calculo)

Para um elemento de trelica plana, a matriz de transformacao [T] € construida a partir dos cossenos diretores
do elemento em relagcao aos eixos globais X e Y. Se o elemento forma um angulo 6 com o eixo global X, entao
0 cosseno diretor na direcao X € cos 6, e na direcao Y € sin 6. Esses valores sao cruciais para "girar" as

coordenadas locais para o sistema global.

Calcular o Determinar Cossenos Montar a Matriz [T]
Comprimento Diretores Para o elemento completo
Se as coordenadas globais de O cos 6 (ou'c') é (Xj-Xi)/Le o com 4 DOFs globais e 2 DOFs
i sao (Xi, Yi) e de j sao (X, Yj), sin © (ou 's') é (Yj-Yi)/L locais:
o comprimento L do elemento
& ] = [c s 0 0]
0 0 ¢ s
L =

V(X — X2+ (Y - )

Considere um elemento de trelica com nds i e j. A matriz de transformacao para os deslocamentos de um né

u'| | cos@ sinf| |u
v'|  |—sinf cosé| |v

Essa matriz [T] nos permitira converter os deslocamentos globais dos nés do elemento em deslocamentos

(u', v') para (u, v) é:

locais, que sao os unicos que causam deformacao axial na barra.



A Matriz de Rigidez Global: A Visao
Completa do Elemento

Com a matriz de rigidez local [k'] e a matriz de transformacao
[T] em maos, estamos prontos para obter a matriz de rigidez
global do elemento, denotada por [K]. Esta matriz é a
representacao da rigidez do elemento, mas agora expressa no
sistema de coordenadas universal da estrutura. E como ter um
mapa detalhado de cada peca de LEGO, mas agora com a
capacidade de posiciona-la corretamente no projeto final do
castelo.

[J Formula Fundamental

A relacao fundamental para obter a matriz de rigidez global de um elemento a partir de sua matriz
de rigidez local é dada por:

(K] = [T]'[K][T]

Onde [T]"*T é a transposta da matriz de transformacao. Essa operacao de "sanduiche" é o coracao
da transformacao.

Ela pega a rigidez intrinseca do elemento (em seu proprio sistema) e a projeta para o sistema global,
considerando sua orientacao no espaco.

A matriz [K] resultante sera uma matriz 4x4 para um elemento de trelica plana, pois cada um dos dois nés do
elemento tem dois graus de liberdade no sistema global (deslocamentos nas dire¢cdes X e Y). Essa matriz € o
que sera somado (ou "montado") com as matrizes de rigidez de todos os outros elementos para formar a
matriz de rigidez global da estrutura completa, que € o objetivo final da analise.



Detalhando a Matriz de Rigidez Global
para Trelicas Planas

Vamos agora ver a forma explicita da matriz de rigidez global [K] para um elemento de trelica plana. Lembre-
se que ¢ = cos B e s = sin 6. A matriz de rigidez local [k'] é:

L'l = ATE _AT
K]=|_48 af
L L

E a matriz de transformacao [T] é:

n-far

Ao realizar a multiplicacao [K] = [T]"T [k'] [T], obtemos a seguinte matriz 4x4:

[ 2 CS —c?  —cs|
K] = AFE | cs s> —cs —s?
L |- —cs CS
| —cCS —s? CcS s?
Dimensao 4x4 Simetria Dependéncia Angular
Relaciona 4 DOFs globais (2 A matriz € simétrica, Todos os termos dependem de
por no) propriedade fundamental ces(0)

Esta matriz relaciona as forcas globais nos nds (Fx1, Fy1, Fx2, Fy2) com os deslocamentos globais
correspondentes (ul, v1, u2, v2). Cada termo na matriz representa a forca em um grau de liberdade global
devido a um deslocamento unitario em outro grau de liberdade global, mantendo os demais fixos. E uma
representacao completa da contribuicao de rigidez de um unico elemento para a estrutura global.



Aplicacao Pratica: Modelagem
Computacional e Softwares

SAP2000 ETABS Ftool
Software lider em analise Especializado em analise de Ferramenta didatica para analise
estrutural avancada edificios de estruturas

A derivacao da matriz de rigidez global de um elemento pode parecer um exercicio puramente matematico,
mas ela é a espinha dorsal de todos os softwares de analise estrutural que vocé usara na pratica. Quando
vocé desenha uma trelica no Ftool, SAP2000, ETABS ou ANSYS, define seus materiais e secdes, o software
estd, nos bastidores, calculando essas matrizes [K] para cada elemento.

O "Meétodo da Rigidez Direta" € exatamente isso: ele monta a matriz de rigidez global da estrutura somando
diretamente as contribuicdes das matrizes de rigidez globais de cada elemento. E um processo sistematico e
algoritmico, perfeito para computadores. A precisao dos resultados que vocé obtém de um software depende
diretamente da correta formulacao dessas matrizes e da forma como elas sdo montadas.

() Dominio vs. Operacao: Entender essa base tedrica permite que vocé nao apenas use o software,
mas o domine. Vocé sabera por que certas entradas sao necessarias (como as coordenadas dos nés
para calcular os cossenos diretores, ou as propriedades do material para AE/L) e como o software as
utiliza para chegar aos resultados. E a diferenca entre dirigir um carro sem saber como o motor
funciona e ser um mecanico que entende cada componente.



Validacao de Modelos: Por Que Entender a
Base e Crucial

A Importancia da Validacao

No cenario atual da engenharia, com softwares
cada vez mais poderosos e "caixas-pretas", a
tendéncia e a necessidade de "Validacao de
Modelos" nunca foram tado importantes. Nao basta
apenas clicar em "rodar" e aceitar os resultados
cegamente. Um engenheiro competente precisa ter
a capacidade de questionar, verificar e validar se os
resultados computacionais fazem sentido.

W

e Validar Orientacao

Confirmar Propriedades A orientacao dos elementos foi

As propriedades do material considerada na
A geometria foi inserida estao certas? transformagao?
corretamente?

Verificar Geometria

Compreender a derivacao das matrizes de rigidez local e global, bem como o processo de montagem, oferece
a vocé a intuicao e o conhecimento fundamental para essa validacao. Se um resultado de deslocamento ou
forca parece estranho, vocé pode revisitar os principios: a geometria foi inserida corretamente? As
propriedades do material estdo certas? A orientacao dos elementos foi considerada na transformacao de
coordenadas?

Erros na modelagem computacional podem ter consequéncias graves, desde o superdimensionamento
(desperdicio de recursos) até o subdimensionamento (falha estrutural). Ao entender a teoria por tras do
software, vocé se torna um engenheiro mais critico e responsavel, capaz de identificar anomalias e
garantir a seguranca e a eficiéncia de seus projetos. E como um piloto que, além de saber voar, entende a
aerodinamica da aeronave, podendo reagir melhor a situacdes inesperadas.




Desafios e Proximos Passos na Analise
Matricial

Até agora, focamos em como descrever a rigidez de um unico elemento de trelica em um sistema de
coordenadas global. Este € um passo fundamental, mas a analise de uma estrutura completa envolve muito
mais. O proximo grande desafio € como pegar todas essas matrizes de rigidez globais individuais dos
elementos e "monta-las" em uma unica e gigantesca matriz de rigidez global para toda a estrutura.

Montagem da Matriz Global Solucao do Sistema

Processo sistematico considerando Resolver equacdes para deslocamentos e forcas

conectividade nos nos

Condicoes de Contorno

Incorporar fixacoes e restricdes da estrutura

Essa montagem € um processo sistematico que leva em conta a conectividade dos elementos nos nos da
estrutura. Além disso, precisamos incorporar as "condi¢cdes de contorno" — ou seja, como a estrutura esta
fixada ao solo ou a outras restricées. Essas condicdes sao essenciais para que o sistema de equacdes
resultante tenha uma solucao unica e fisicamente significativa.

[J Préxima Aula

Na proxima aula, mergulharemos exatamente nesses topicos: a montagem da matriz de rigidez
global da estrutura, a aplicacao das condi¢cdes de contorno e, finalmente, a solu¢cao do sistema de
equacoes para encontrar os deslocamentos nodais e, a partir deles, as forcas internas nos
elementos. Prepare-se, pois a jornada da analise matricial esta apenas comecando a revelar sua
plena capacidade!

Quadro Comparativo: Rigidez Local vs. Rigidez Global

Conceito Ambito/Aplicacao Base/Origem Exemplo
Rigidez Local Comportamento de um Eixo proprio do Forca axial em uma
elemento isolado elemento (x') barra alinhada com
seu proprio eixo
Rigidez Global Comportamento de um Sistema de Forca em uma barra

elemento na estrutura
geral

coordenadas universal
(X, Y, 2)

inclinada, decomposta
nas direcoes X e Y da
estrutura



Consolidacao e Autoavaliacao

Chegamos ao fim da primeira parte da nossa exploracao sobre a Analise Matricial de Trelicas Planas. Vimos
que a chave para a analise computacional reside em decompor a estrutura em elementos basicos, entender
sua rigidez individual no sistema local e, crucialmente, transforma-la para um sistema global comum. Essa
transformacao, mediada pela matriz de transformacao de coordenadas, é o que permite que todos os
elementos "conversem" na mesma linguagem, preparando o terreno para a montagem da estrutura completa.
Este conhecimento ndo € apenas tedrico; ele é a base para a compreensao e validacao de qualquer software
de analise estrutural moderno.

[J Em pratica

Ao modelar uma trelica, sempre visualize o sistema de coordenadas local de cada barra e como ele
se alinha (ou ndo) com o sistema global. Entenda que os valores de AE/L sdo a "espinha dorsal" da
rigidez axial e que os cossenos diretores sao os "tradutores" de orientacao. Isso o ajudara a depurar
modelos e interpretar resultados com maior confianca.

Autoavaliacao

1. Qual das seguintes premissas € fundamental para a analise de um elemento de trelica?
o a) As cargas sao aplicadas ao longo de todo o comprimento do elemento.
o b) As juntas sao rigidas e transmitem momentos fletores.
o c¢) Os elementos resistem apenas a forcas axiais (tracao ou compressao).
o d) Os elementos sao sempre curtos e robustos.

2. A matriz de rigidez local [k'] para um elemento de treli¢ca 1D relaciona:

(@)

a) Forcas globais a deslocamentos globais.

(@)

b) Forcas locais a deslocamentos locais.

(0]

c) Tensao a deformacao.
o d) Momento a rotacao.
3. A principal funcao da matriz de transformacao de coordenadas [T] é:

o a) Aumentar a rigidez do elemento.

(@)

b) Converter coordenadas locais para globais (e vice-versa).

(0]

c) Reduzir o numero de graus de liberdade.

(@)

d) Calcular as reacdes de apoio.

4. A formula correta para obter a matriz de rigidez global [K] de um elemento a partir de sua matriz de rigidez
local [Kk'] e da matriz de transformacao [T] é:

o a)[K] = [T [K'T[TI"T
o b) [K] = [K'TI[T][TI"T
o ¢) [K]=I[TI"T [K'TI[T]
o d) [K] = [K'T[TI"T [T]

5. Explique por que a compreensao da derivacao da matriz de rigidez global de um elemento € crucial para a
validagcao de modelos em softwares de analise estrutural.

Gabarito
1. ¢)
2. b)
3. b)
4. c)

Proxima Aula

Aula 3 - Analise Matricial de Trelicas Planas (Parte 2): Montagem e Solucao. Nesta aula, vocé aprendera a
montar a matriz de rigidez global da estrutura, aplicar as condi¢cdes de contorno e resolver o sistema de
equacodes para obter os deslocamentos e forcas internas.

Recursos Adicionais

e Livro "Analise de Estruturas" de Hibbeler: Para aprofundar nos fundamentos da analise estrutural.
e Videos sobre Método da Rigidez Direta no YouTube: Para visualizacdes e exemplos praticos.

e Documentacao do Ftool: Para entender a aplicacao pratica dos conceitos em um software.

NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estdo atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e normas técnicas vigentes para verificar alteracdes e aplicacdes especificas.



