
Aula 2 – Análise Matricial de Treliças 
Planas (Parte 1): Rigidez Local e Global

Imagine-se diante de um projeto de estrutura complexa, como uma torre de transmissão ou uma ponte 
estaiada. Antigamente, engenheiros passavam dias, até semanas, realizando cálculos manuais exaustivos 
para determinar as forças e deslocamentos. Era um trabalho hercúleo, propenso a erros e que limitava a 
complexidade dos projetos. Hoje, com a ajuda de softwares poderosos como SAP2000, ETABS ou Ftool, essa 
análise é feita em segundos. Mas qual a mágica por trás desses programas? A resposta está na Análise 
Matricial de Estruturas, um método sistemático e elegante que transforma o problema estrutural em um 
conjunto de equações lineares, facilmente resolvíveis por computadores.

Nesta aula, embarcaremos na primeira parte dessa jornada fascinante, focando nas treliças planas – 
estruturas fundamentais na engenharia. Compreenderemos como cada elemento individual de uma treliça se 
comporta e como podemos descrever sua "rigidez" matematicamente. Essa rigidez é a chave para entender 
como a estrutura resiste às cargas e se deforma. Ao final, você será capaz de definir um elemento de treliça, 
derivar sua matriz de rigidez em um sistema de coordenadas local, entender a importância da transformação 
de coordenadas e, finalmente, obter a matriz de rigidez no sistema de coordenadas global, preparando o 
terreno para a montagem da estrutura completa.

Este conhecimento não é apenas teórico; ele é a base para qualquer engenheiro que deseja não apenas usar 
softwares de análise estrutural, mas verdadeiramente entender o que eles fazem e, crucialmente, validar seus 
resultados. É a diferença entre ser um operador de ferramenta e um mestre na arte de projetar estruturas 
seguras e eficientes.



A Revolução da Análise Estrutural: Do 
Papel ao Computador
Por muito tempo, a análise de estruturas era um processo 
artesanal, dependendo fortemente de métodos gráficos e 
de equações complexas resolvidas manualmente. Cada 
viga, cada pilar, cada barra de uma treliça exigia um 
tratamento individualizado, e a interconexão entre eles era 
um desafio que crescia exponencialmente com a 
complexidade da estrutura. Essa abordagem, embora 
fundamental para o desenvolvimento inicial da 
engenharia, era um gargalo para a inovação e para a 
otimização de projetos.

A virada de chave veio com o advento dos computadores 
e, com eles, a formalização dos métodos matriciais. De 
repente, a análise estrutural deixou de ser uma arte 
manual para se tornar uma ciência computacional. O 
Método da Rigidez Direta, que exploraremos aqui, é a 
espinha dorsal de quase todos os softwares modernos, 
permitindo que estruturas gigantescas sejam analisadas 
com precisão e rapidez. É como passar de construir um 
castelo de areia com as mãos para usar uma impressora 
3D: a escala e a complexidade que podem ser alcançadas 
são incomparáveis.

Nesta aula, vamos desvendar os princípios por trás dessa revolução, começando pelo entendimento do 
comportamento de um único elemento estrutural. É a partir dessa unidade básica que toda a estrutura será 
construída e analisada, de forma análoga a como um conjunto de peças de LEGO, por mais simples que sejam 
individualmente, pode formar uma estrutura complexa e robusta quando montadas corretamente.



O Elemento de Treliça: A Unidade 
Fundamental

Juntas Articuladas
Conexões por pinos nas 
extremidades

Forças Axiais
Apenas tração ou compressão

Cargas Nodais
Aplicadas somente nas juntas

Para começar a desvendar a análise matricial, precisamos primeiro entender o seu componente mais básico: 
o elemento de treliça. Pense em uma treliça como um esqueleto, onde cada osso é uma barra e as 
articulações são as juntas. No contexto da engenharia, um elemento de treliça é uma barra reta, geralmente 
esbelta, conectada a outros elementos por meio de pinos (juntas articuladas) em suas extremidades. Essa 
configuração simplifica drasticamente a análise, mas é incrivelmente eficaz para muitas aplicações.

Premissas Fundamentais: As cargas são aplicadas apenas nas juntas, as juntas são perfeitamente 
articuladas (pinos), e os elementos são capazes de resistir apenas a forças axiais – tração ou 
compressão. Isso significa que não há momentos fletores ou forças cortantes sendo transmitidos 
através das barras.

Essa simplificação, longe de ser uma limitação, é uma poderosa ferramenta de modelagem. É como um 
médico que, ao analisar um braço, foca primeiro nos ossos e músculos principais, ignorando temporariamente 
os pequenos vasos sanguíneos para entender a estrutura fundamental. Ao compreender o comportamento de 
cada "osso" (elemento) sob tração ou compressão, podemos construir uma imagem precisa de como a 
estrutura inteira se comportará sob carga.



Entendendo a Rigidez: A Resistência à 
Deformação

No coração da análise estrutural está o conceito de rigidez. O que exatamente significa dizer que algo é 
"rígido"? Em termos de engenharia, a rigidez de um elemento é sua capacidade de resistir à deformação 
quando submetido a uma força. Quanto maior a rigidez, menor a deformação para uma dada força. É uma 
propriedade fundamental que define como um material ou uma estrutura se comporta sob carregamento.

Definição Matemática
A rigidez (k) é definida como a razão entre a 
força aplicada (P) e o deslocamento resultante 
(δ):

k =  

δ

P

Fatores que Influenciam
Módulo de elasticidade (E)

Área da seção transversal (A)

Comprimento do elemento (L)

Matematicamente, a rigidez (k) é definida como a razão entre a força aplicada (P) e o deslocamento resultante 
(δ), ou seja, k = P/δ. Essa relação é uma extensão direta da Lei de Hooke, que você provavelmente já conhece 
da resistência dos materiais (F = kx). Para um engenheiro, entender a rigidez é como um músico entender a 
afinação de um instrumento: é o que permite que a estrutura "cante" em harmonia sob as cargas, sem 
desafinar (deformar excessivamente) ou quebrar.

A rigidez de um elemento de treliça depende de suas propriedades materiais (módulo de elasticidade, E), de 
sua geometria (área da seção transversal, A) e de seu comprimento (L). Um elemento mais curto, com maior 
área e feito de um material mais resistente, será mais rígido. Essa compreensão intuitiva é a base para a 
formulação da matriz de rigidez, que é a representação matemática dessa capacidade de resistência à 
deformação.



Derivando a Matriz de Rigidez Local (Parte 
1: Conceitos Iniciais)

Sistema de Coordenadas Local
Agora que entendemos o que é um elemento de 
treliça e o conceito de rigidez, vamos mergulhar na 
derivação da sua matriz de rigidez. Começaremos 
no que chamamos de "sistema de coordenadas 
local". Imagine que cada elemento de treliça tem 
seu próprio sistema de coordenadas, alinhado com 
seu próprio eixo. Isso simplifica muito a análise 
inicial, pois estamos olhando para o elemento 
isoladamente, como se ele fosse o centro do 
universo.

01

Identificar os Nós
Cada elemento possui dois nós 
com graus de liberdade

02

Definir DOFs Locais
Deslocamentos nas direções x' e 
y' locais

03

Simplificar para Axial
Considerar apenas deslocamentos 
axiais (x')

Nesse sistema local, um elemento de treliça bidimensional tem dois nós, e cada nó possui dois graus de 
liberdade (DOFs): um deslocamento na direção x local e um deslocamento na direção y local. No entanto, 
como um elemento de treliça só resiste a forças axiais, podemos simplificar ainda mais para a derivação 
inicial, considerando apenas os DOFs axiais. Pense nisso como analisar um carro em uma estrada reta: você 
se preocupa principalmente com o movimento para frente e para trás, e não tanto com os movimentos laterais 
ou verticais naquele momento.

A matriz de rigidez local, portanto, descreverá como as forças axiais aplicadas nas extremidades do elemento 
(seus nós) resultam em deslocamentos axiais nessas mesmas extremidades. É uma representação compacta 
e poderosa da relação força-deslocamento para o elemento isolado, antes de considerarmos como ele se 
encaixa na estrutura maior.



Derivando a Matriz de Rigidez Local (Parte 
2: Formulação)
Vamos agora formalizar a derivação da matriz de rigidez para um elemento de treliça em seu sistema de 
coordenadas local. Considere um elemento de barra com comprimento L, área de seção transversal A e 
módulo de elasticidade E. Ele possui dois nós, 1 e 2. No sistema local, o eixo x' está alinhado com a barra. Os 
deslocamentos axiais nos nós são u'1 e u'2, e as forças axiais correspondentes são f'1 e f'2.

Relação Força-Deslocamento

Se aplicarmos uma força f'1 no nó 1, o deslocamento u'1 será f'1 * L / (AE), e o deslocamento u'2 
será -f'1 * L / (AE) (assumindo que o nó 2 está fixo e depois liberado). De forma mais sistemática, 
podemos relacionar as forças e deslocamentos usando a Lei de Hooke e as equações de equilíbrio.

A força interna na barra é dada por σ * A, onde σ é a tensão. A tensão é E * ε, e a deformação ε é (u'2 - u'1) / 
L. Assim, a força interna é (AE/L) * (u'2 - u'1).

Aplicando o equilíbrio nos nós, obtemos as seguintes relações:

f'1 = (AE/L) * (u'1 - u'2)

f'2 = (AE/L) * (u'2 - u'1)

Essas equações podem ser escritas na forma matricial como:
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A matriz [k'] é a matriz de rigidez local do elemento de treliça. Ela é uma matriz 2x2, pois estamos 
considerando apenas os dois graus de liberdade axiais no sistema local.



A Necessidade de um Sistema Global: 
Unificando a Estrutura

Sistema Local
Cada elemento em seu próprio 
"mundo"

Transformação
Conversão de coordenadas

Sistema Global
Referência universal da 
estrutura

Até agora, analisamos o elemento de treliça em seu próprio "mundo", o sistema de coordenadas local. Isso é 
ótimo para entender o comportamento individual da barra, mas estruturas reais são compostas por múltiplos 
elementos, muitas vezes orientados em diferentes direções no espaço. Como podemos juntar essas peças 
individuais, cada uma com seu próprio sistema de referência, para formar um todo coeso e analisável?

A resposta está na introdução de um "sistema de 
coordenadas global". Pense nele como um mapa universal 
para toda a estrutura. Enquanto cada elemento tem sua 
própria bússola (o sistema local), o sistema global é o 
norte verdadeiro que todos os elementos devem 
referenciar. Sem um sistema global, seria como tentar 
construir uma casa onde cada tijolo tem sua própria 
orientação: o resultado seria um caos.

O sistema global permite que todos os deslocamentos e forças de todos os elementos sejam expressos em 
uma base comum. Isso é fundamental para que possamos somar as contribuições de rigidez de cada 
elemento e montar a matriz de rigidez global da estrutura inteira. Essa matriz global é o coração do método da 
rigidez, pois ela relaciona todas as forças externas aplicadas à estrutura com todos os deslocamentos nodais 
resultantes.



Matriz de Transformação de Coordenadas 
(Parte 1: A Ponte entre Mundos)

A Ponte entre Sistemas
A transição do sistema de coordenadas local para o global é um passo crucial e é realizada por meio da 
matriz de transformação de coordenadas, frequentemente denotada por [T]. Se a matriz de rigidez local é a 
"voz" de cada elemento em seu próprio idioma, a matriz de transformação é o "tradutor" que permite que 
essa voz seja compreendida no idioma universal da estrutura global.

Matriz de Rotação
Essencialmente uma matriz que 
realiza rotação geométrica entre 
sistemas de coordenadas

Conversão Bidirecional
Converte deslocamentos e forças 
do local para global e vice-versa

Cossenos Diretores
Utiliza os cossenos diretores do 
elemento em relação aos eixos 
globais

Essa matriz [T] é essencialmente uma matriz de rotação. Ela converte os deslocamentos e forças expressos 
no sistema local (alinhado com o elemento) para o sistema global (alinhado com a estrutura como um todo). 
Imagine que você está descrevendo a posição de um objeto em relação a si mesmo (local) e depois precisa 
descrevê-la para alguém que está olhando para um mapa (global). A matriz de transformação faz exatamente 
essa conversão de perspectiva.

A beleza da matriz de transformação reside em sua simplicidade geométrica. Ela utiliza os cossenos diretores 
do elemento em relação aos eixos globais para realizar essa conversão. Sem essa ponte, a análise matricial 
seria inviável para estruturas complexas, pois não haveria como unificar o comportamento dos diversos 
elementos.



Matriz de Transformação de Coordenadas 
(Parte 2: Componentes e Cálculo)
Para um elemento de treliça plana, a matriz de transformação [T] é construída a partir dos cossenos diretores 
do elemento em relação aos eixos globais X e Y. Se o elemento forma um ângulo θ com o eixo global X, então 
o cosseno diretor na direção X é cos θ, e na direção Y é sin θ. Esses valores são cruciais para "girar" as 
coordenadas locais para o sistema global.

1

Calcular o 
Comprimento
Se as coordenadas globais de 
i são (Xi, Yi) e de j são (Xj, Yj), 
o comprimento L do elemento 
é:

L =

 (X  −X  ) + (Y − Y  )j i
2

j i
2

2

Determinar Cossenos 
Diretores
O cos θ (ou 'c') é (Xj-Xi)/L e o 
sin θ (ou 's') é (Yj-Yi)/L

3

Montar a Matriz [T]
Para o elemento completo 
com 4 DOFs globais e 2 DOFs 
locais:

[T ] =     [c
0

s

0
0
c

0
s
]

Considere um elemento de treliça com nós i e j. A matriz de transformação para os deslocamentos de um nó 
(u', v') para (u, v) é:

 =[u′

v′]    [ cos θ
− sin θ

sin θ
cos θ

] [u
v

]
Essa matriz [T] nos permitirá converter os deslocamentos globais dos nós do elemento em deslocamentos 
locais, que são os únicos que causam deformação axial na barra.



A Matriz de Rigidez Global: A Visão 
Completa do Elemento

Com a matriz de rigidez local [k'] e a matriz de transformação 
[T] em mãos, estamos prontos para obter a matriz de rigidez 
global do elemento, denotada por [K]. Esta matriz é a 
representação da rigidez do elemento, mas agora expressa no 
sistema de coordenadas universal da estrutura. É como ter um 
mapa detalhado de cada peça de LEGO, mas agora com a 
capacidade de posicioná-la corretamente no projeto final do 
castelo.

Fórmula Fundamental

A relação fundamental para obter a matriz de rigidez global de um elemento a partir de sua matriz 
de rigidez local é dada por:

[K] = [T ] [k ][T ]T ′

Onde [T]^T é a transposta da matriz de transformação. Essa operação de "sanduíche" é o coração 
da transformação.

Ela pega a rigidez intrínseca do elemento (em seu próprio sistema) e a projeta para o sistema global, 
considerando sua orientação no espaço.

A matriz [K] resultante será uma matriz 4x4 para um elemento de treliça plana, pois cada um dos dois nós do 
elemento tem dois graus de liberdade no sistema global (deslocamentos nas direções X e Y). Essa matriz é o 
que será somado (ou "montado") com as matrizes de rigidez de todos os outros elementos para formar a 
matriz de rigidez global da estrutura completa, que é o objetivo final da análise.



Detalhando a Matriz de Rigidez Global 
para Treliças Planas
Vamos agora ver a forma explícita da matriz de rigidez global [K] para um elemento de treliça plana. Lembre-
se que c = cos θ e s = sin θ. A matriz de rigidez local [k'] é:

[k ] =′
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− ​L
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− ​L
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​L
AE ]

E a matriz de transformação [T] é:

[T ] = ​ ​ ​ ​[
c

0
s

0
0
c

0
s
]

Ao realizar a multiplicação [K] = [T]^T [k'] [T], obtemos a seguinte matriz 4x4:

[K] = ​ ​ ​ ​ ​ ​ ​

L

AE
c2

cs
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−cs
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−cs
c2

cs
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cs

s2

Dimensão 4x4
Relaciona 4 DOFs globais (2 
por nó)

Simetria
A matriz é simétrica, 
propriedade fundamental

Dependência Angular
Todos os termos dependem de 
c e s (θ)

Esta matriz relaciona as forças globais nos nós (Fx1, Fy1, Fx2, Fy2) com os deslocamentos globais 
correspondentes (u1, v1, u2, v2). Cada termo na matriz representa a força em um grau de liberdade global 
devido a um deslocamento unitário em outro grau de liberdade global, mantendo os demais fixos. É uma 
representação completa da contribuição de rigidez de um único elemento para a estrutura global.



Aplicação Prática: Modelagem 
Computacional e Softwares

SAP2000
Software líder em análise 
estrutural avançada

ETABS
Especializado em análise de 
edifícios

Ftool
Ferramenta didática para análise 
de estruturas

A derivação da matriz de rigidez global de um elemento pode parecer um exercício puramente matemático, 
mas ela é a espinha dorsal de todos os softwares de análise estrutural que você usará na prática. Quando 
você desenha uma treliça no Ftool, SAP2000, ETABS ou ANSYS, define seus materiais e seções, o software 
está, nos bastidores, calculando essas matrizes [K] para cada elemento.

O "Método da Rigidez Direta" é exatamente isso: ele monta a matriz de rigidez global da estrutura somando 
diretamente as contribuições das matrizes de rigidez globais de cada elemento. É um processo sistemático e 
algorítmico, perfeito para computadores. A precisão dos resultados que você obtém de um software depende 
diretamente da correta formulação dessas matrizes e da forma como elas são montadas.

Domínio vs. Operação: Entender essa base teórica permite que você não apenas use o software, 
mas o domine. Você saberá por que certas entradas são necessárias (como as coordenadas dos nós 
para calcular os cossenos diretores, ou as propriedades do material para AE/L) e como o software as 
utiliza para chegar aos resultados. É a diferença entre dirigir um carro sem saber como o motor 
funciona e ser um mecânico que entende cada componente.



Validação de Modelos: Por Que Entender a 
Base é Crucial

A Importância da Validação
No cenário atual da engenharia, com softwares 
cada vez mais poderosos e "caixas-pretas", a 
tendência e a necessidade de "Validação de 
Modelos" nunca foram tão importantes. Não basta 
apenas clicar em "rodar" e aceitar os resultados 
cegamente. Um engenheiro competente precisa ter 
a capacidade de questionar, verificar e validar se os 
resultados computacionais fazem sentido.

Verificar Geometria
A geometria foi inserida 
corretamente?

Confirmar Propriedades
As propriedades do material 
estão certas?

Validar Orientação
A orientação dos elementos foi 
considerada na 
transformação?

Compreender a derivação das matrizes de rigidez local e global, bem como o processo de montagem, oferece 
a você a intuição e o conhecimento fundamental para essa validação. Se um resultado de deslocamento ou 
força parece estranho, você pode revisitar os princípios: a geometria foi inserida corretamente? As 
propriedades do material estão certas? A orientação dos elementos foi considerada na transformação de 
coordenadas?

Erros na modelagem computacional podem ter consequências graves, desde o superdimensionamento 
(desperdício de recursos) até o subdimensionamento (falha estrutural). Ao entender a teoria por trás do 
software, você se torna um engenheiro mais crítico e responsável, capaz de identificar anomalias e 
garantir a segurança e a eficiência de seus projetos. É como um piloto que, além de saber voar, entende a 
aerodinâmica da aeronave, podendo reagir melhor a situações inesperadas.



Desafios e Próximos Passos na Análise 
Matricial
Até agora, focamos em como descrever a rigidez de um único elemento de treliça em um sistema de 
coordenadas global. Este é um passo fundamental, mas a análise de uma estrutura completa envolve muito 
mais. O próximo grande desafio é como pegar todas essas matrizes de rigidez globais individuais dos 
elementos e "montá-las" em uma única e gigantesca matriz de rigidez global para toda a estrutura.

1

Montagem da Matriz Global
Processo sistemático considerando 

conectividade nos nós

2

Condições de Contorno
Incorporar fixações e restrições da estrutura

3

Solução do Sistema
Resolver equações para deslocamentos e forças

Essa montagem é um processo sistemático que leva em conta a conectividade dos elementos nos nós da 
estrutura. Além disso, precisamos incorporar as "condições de contorno" – ou seja, como a estrutura está 
fixada ao solo ou a outras restrições. Essas condições são essenciais para que o sistema de equações 
resultante tenha uma solução única e fisicamente significativa.

Próxima Aula

Na próxima aula, mergulharemos exatamente nesses tópicos: a montagem da matriz de rigidez 
global da estrutura, a aplicação das condições de contorno e, finalmente, a solução do sistema de 
equações para encontrar os deslocamentos nodais e, a partir deles, as forças internas nos 
elementos. Prepare-se, pois a jornada da análise matricial está apenas começando a revelar sua 
plena capacidade!

Quadro Comparativo: Rigidez Local vs. Rigidez Global

Conceito Âmbito/Aplicação Base/Origem Exemplo

Rigidez Local Comportamento de um 
elemento isolado

Eixo próprio do 
elemento (x')

Força axial em uma 
barra alinhada com 
seu próprio eixo

Rigidez Global Comportamento de um 
elemento na estrutura 
geral

Sistema de 
coordenadas universal 
(X, Y, Z)

Força em uma barra 
inclinada, decomposta 
nas direções X e Y da 
estrutura



Consolidação e Autoavaliação
Chegamos ao fim da primeira parte da nossa exploração sobre a Análise Matricial de Treliças Planas. Vimos 
que a chave para a análise computacional reside em decompor a estrutura em elementos básicos, entender 
sua rigidez individual no sistema local e, crucialmente, transformá-la para um sistema global comum. Essa 
transformação, mediada pela matriz de transformação de coordenadas, é o que permite que todos os 
elementos "conversem" na mesma linguagem, preparando o terreno para a montagem da estrutura completa. 
Este conhecimento não é apenas teórico; ele é a base para a compreensão e validação de qualquer software 
de análise estrutural moderno.

Em prática

Ao modelar uma treliça, sempre visualize o sistema de coordenadas local de cada barra e como ele 
se alinha (ou não) com o sistema global. Entenda que os valores de AE/L são a "espinha dorsal" da 
rigidez axial e que os cossenos diretores são os "tradutores" de orientação. Isso o ajudará a depurar 
modelos e interpretar resultados com maior confiança.

Autoavaliação

Qual das seguintes premissas é fundamental para a análise de um elemento de treliça?1.

a) As cargas são aplicadas ao longo de todo o comprimento do elemento.

b) As juntas são rígidas e transmitem momentos fletores.

c) Os elementos resistem apenas a forças axiais (tração ou compressão).

d) Os elementos são sempre curtos e robustos.

A matriz de rigidez local [k'] para um elemento de treliça 1D relaciona:2.

a) Forças globais a deslocamentos globais.

b) Forças locais a deslocamentos locais.

c) Tensão a deformação.

d) Momento a rotação.

A principal função da matriz de transformação de coordenadas [T] é:3.

a) Aumentar a rigidez do elemento.

b) Converter coordenadas locais para globais (e vice-versa).

c) Reduzir o número de graus de liberdade.

d) Calcular as reações de apoio.

A fórmula correta para obter a matriz de rigidez global [K] de um elemento a partir de sua matriz de rigidez 
local [k'] e da matriz de transformação [T] é:

4.

a) [K] = [T] [k'] [T]^T

b) [K] = [k'] [T] [T]^T

c) [K] = [T]^T [k'] [T]

d) [K] = [k'] [T]^T [T]

Explique por que a compreensão da derivação da matriz de rigidez global de um elemento é crucial para a 
validação de modelos em softwares de análise estrutural.

5.

Gabarito
c)1.

b)2.

b)3.

c)4.

Próxima Aula

Aula 3 – Análise Matricial de Treliças Planas (Parte 2): Montagem e Solução. Nesta aula, você aprenderá a 
montar a matriz de rigidez global da estrutura, aplicar as condições de contorno e resolver o sistema de 
equações para obter os deslocamentos e forças internas.

Recursos Adicionais

Livro "Análise de Estruturas" de Hibbeler: Para aprofundar nos fundamentos da análise estrutural.

Vídeos sobre Método da Rigidez Direta no YouTube: Para visualizações e exemplos práticos.

Documentação do Ftool: Para entender a aplicação prática dos conceitos em um software.

NOTA IMPORTANTE: As informações técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes 
oficiais e normas técnicas vigentes para verificar alterações e aplicações específicas.


