Aula 18 - Método dos Minimos Quadrados
para Casos Discretos

No mundo real, os dados raramente se comportam de maneira perfeita. Seja em experimentos cientificos,
pesquisas de mercado ou analises financeiras, € comum nos depararmos com informacdes que, a primeira
vista, parecem cadticas, com pontos dispersos que nao formam uma linha ou curva exata. No entanto, por
tras dessa aparente desordem, muitas vezes existe uma tendéncia subjacente, um padrao que, se
descoberto, pode nos ajudar a entender fendmenos, fazer previsdes e tomar decisées mais inteligentes.

E exatamente nesse cenario que o Método dos Minimos Quadrados se revela uma ferramenta indispensavel.
Ele nos oferece uma maneira robusta e matematicamente fundamentada para encontrar a "melhor" linha ou
curva que representa um conjunto de dados, mesmo quando esses dados estao cheios de ruido ou
imperfeicdes. Dominar este método nao é apenas cumprir um requisito académico; é adquirir uma habilidade
pratica que abre portas em diversas areas, da engenharia a ciéncia de dados, da economia a fisica.

Ao final desta aula, vocé nao apenas compreendera a teoria por tras do Método dos Minimos Quadrados, mas
também sera capaz de diferenciar o ajuste de curvas da interpolacao, deduzir as equacdes hormais para o
ajuste de uma reta e generalizar esse processo para polindmios de graus superiores. Prepare-se para
desvendar como a matematica nos permite extrair ordem do caos dos dados, transformando observacdes
dispersas em modelos preditivos poderosos.



Fundamentos

O Dilema dos Dados: Interpolacao ou
Ajuste?

Imagine que vocé esta coletando dados sobre o crescimento de uma planta ao longo das semanas. Vocé
anota a altura em diferentes momentos, mas sabe que as medicdes podem ter pequenas variacdes devido a
fatores como a forma de medir, a hora do dia ou até mesmo um pequeno erro de leitura. Se vocé plotar esses
pontos em um grafico, eles nao formarao uma linha perfeitamente reta ou uma curva suave e continua. Eles
estarao um pouco dispersos.

[ Questao fundamental: Como podemos usar esses pontos para entender a tendéncia geral de
crescimento da planta?

Diante desse cenario, surge uma questao fundamental: como podemos usar esses pontos para entender a
tendéncia geral de crescimento da planta? Duas abordagens principais se apresentam: a interpolacao e o
ajuste de curvas. Embora ambas busquem relacionar os dados, seus objetivos e métodos sao
fundamentalmente diferentes, e a escolha entre elas depende muito do que vocé deseja alcancar com sua
analise.

A diferenca entre elas € crucial para qualquer pessoa que trabalhe com modelagem de dados. Pense na
interpolacao como a tentativa de "ligar os pontos" exatamente como eles foram dados, criando uma trajetéria
que passa por cada um deles. Ja o ajuste de curvas, que € o foco desta aula, busca uma representacao mais
geral, uma "melhor estimativa" da relacao subjacente, mesmo que ela nao toque todos os pontos
individualmente.



Quando a Perfeicao Nao € a Resposta: A
Esséncia do Ajuste de Curvas

A interpolacao, como vimos, tem seu valor quando precisamos de uma funcao que passe exatamente por
todos os pontos de dados fornecidos. Isso é util, por exemplo, em graficos de engenharia onde cada ponto
representa uma coordenada precisa de um objeto, ou em tabelas de consulta onde se busca um valor
intermediario exato. No entanto, na maioria dos cenarios do mundo real, especialmente quando lidamos com
medicoes experimentais ou observacdes sujeitas a ruido, a interpolacao pode ser uma armadilha.

Se os seus dados contém erros de medicao ou flutuacdes aleatdrias, forcar uma curva a passar por cada um
desses pontos significaria que vocé estaria modelando nado apenas a tendéncia real, mas também o ruido. O
resultado seria uma curva excessivamente "nervosa", cheia de oscilagcdes que nao representam o fenébmeno
verdadeiro, mas sim as imperfeicdes da coleta de dados. E como tentar desenhar uma estrada perfeitamente
lisa seguindo cada pequena pedra e buraco, em vez de focar no tracado geral.

O ajuste de curvas abraca a imperfeicao dos dados. Seu objetivo nao é passar por todos os pontos, mas
sim encontrar uma funcao que capture a tendéncia geral ou o padrao subjacente com a menor "distancia"
possivel dos pontos observados.

Ele atua como um filtro, suavizando o ruido e revelando a estrutura mais provavel dos dados, o que é
fundamental para fazer previsées confiaveis e entender as relacdes causais.



Comparacao Essencial

Interpolacao vs. Ajuste de Curvas

Para solidificar essa distincao fundamental, vejamos um quadro comparativo que resume as caracteristicas e

aplicacdes de cada abordagem. Entender quando usar uma ou outra é um passo crucial para a analise de

dados eficaz.

Interpolacao Encontrar valores
exatos entre pontos
conhecidos.

Ajuste de Curvas Encontrar a tendéncia

geral dos dados,
minimizando erros.

A funcao deve passar
por todos os pontos
dados.

A funcao ngo precisa
passar por todos os
pontos, mas ser a
"melhor".

Calculo de valores
intermediarios em
tabelas
termodinamicas.

Previsao de vendas
futuras com base em
dados historicos de
marketing.



Conceito Central

O Coracao do Metodo: Minimizando o Erro
Quadratico

Agora que entendemos a necessidade do ajuste de curvas, a proxima pergunta logica é: como definimos o
que € a "melhor" linha ou curva? Se nao vamos passar por todos os pontos, qual critério usamos para decidir
qual funcao se encaixa melhor nos nossos dados dispersos? A resposta reside no conceito de erro

quadratico.

01 02

Ponto de Dado Funcao de Ajuste

Cada ponto tem coordenada (x, y) observada Para cada x, f(x) nos da um y_previsto

03 04

Calculo do Erro Elevacao ao Quadrado

Erro = y_observado - y_previsto (residuo) Erro® elimina sinais e penaliza grandes desvios

Pense em cada ponto de dado que vocé coletou. Ele tem uma coordenada (x, y). Quando vocé tenta ajustar
uma funcao f(x) a esses dados, para cada x observado, a funcao f(x) nos dara um valor y_previsto. A
diferenca entre o y observado (o valor real do seu dado) e o y_previsto (o valor que sua funcao sugere) é o
que chamamos de erro ou residuo. Este erro nos diz o quao "longe" a sua funcao esta de cada ponto
individual.

[J Por que elevar ao quadrado? Se simplesmente somassemos 0s erros, eles poderiam se cancelar
(positivos com negativos), dando a falsa impressao de um ajuste perfeito. Ao elevar ao quadrado,
todos os valores se tornam positivos e erros maiores sao penalizados mais severamente.

O desafio é que alguns erros serao positivos (a funcao previu um valor menor que o real) e outros serao
negativos (a funcao previu um valor maior que o real). Se simplesmente somassemos esses erros, eles
poderiam se cancelar, dando a falsa impressao de um ajuste perfeito mesmo quando a funcao esta longe de
muitos pontos. Para contornar isso e garantir que todos os erros contribuam para a medida de "distancia",
independentemente de seu sinal, elevamos cada erro ao quadrado. Ao fazer isso, erros maiores sao
penalizados de forma mais significativa, e todos os valores se tornam positivos, permitindo uma soma
significativa.



O Principio dos Minimos Quadrados: A
Logica por Tras da "Melhor Linha"

Compreendendo o conceito de erro quadratico, o Principio dos Minimos Quadrados se torna intuitivo. Ele

postula que a "melhor" funcao de ajuste para um conjunto de dados é aquela que minimiza a soma dos

quadrados desses erros (ou residuos). Em outras palavras, estamos procurando a linha ou curva que, no

geral, esta o mais proximo possivel de todos os pontos de dados, considerando a penalidade quadratica para

cada desvio.

Analogia do Alvo

Imagine que vocé esta tentando acertar um alvo
com varias flechas. Cada flecha atinge um ponto
diferente no alvo. Se vocé quisesse descrever a
"melhor" posicao central para todas as suas
flechas, vocé nao escolheria um ponto que
estivesse muito longe de algumas delas, mesmo que
estivesse muito perto de outras.

Vocé tentaria encontrar um ponto que minimizasse a
distancia total de todas as flechas, e o método dos
minimos quadrados faz isso de uma forma
matematicamente rigorosa, usando a soma dos
quadrados das distancias.

Formulacao Matematica

Se temos n pontos de dados (x_i, y_i) e uma funcao
de ajuste f(x) com parametros desconhecidos, a
funcao que queremos minimizar € a Soma dos
Quadrados dos Erros (SQE):

n

SQE =) [y — f(z:))”

=1

Nosso trabalho é encontrar os valores dos
parametros da funcao f(x) que tornam essa soma a
menor possivel.

Isso nos leva diretamente ao campo do calculo diferencial, onde a minimizacao de uma funcao € alcancada

encontrando os pontos onde suas derivadas parciais sao iguais a zero.



Deducao Matematica

A Reta que Melhor se Encaixa: Deducao
das Equacoes Normais (Parte 1)

Vamos comecar com o caso mais simples e fundamental do ajuste de curvas: encontrar a reta que melhor se
ajusta a um conjunto de pontos. Uma reta pode ser representada pela equacaoy =ax + b,ondeaéo
coeficiente angular (inclinacao) e b é o coeficiente linear (intercepto Y). Nosso objetivo é encontrar os valores
de a e b que minimizam a Soma dos Quadrados dos Erros (SQE) para os nossos dados (x_i, y_i).

1 2 3
Modelo da Reta Valor Previsto Erro Individual
y=ax+b y_previsto_i = ax_i + b e_i=y_i-(ax_i +b)
Parametros: a (inclinacao) e b Para cada ponto (x_i, y_i) Diferenca entre real e previsto

(intercepto)

Para cada ponto (x_i, y_i), o valor previsto pela nossa reta seria y_previsto_i = ax_i + b. O erro para este ponto
é e_i = y_i - (ax_i + b). Seguindo o principio dos minimos quadrados, queremos minimizar a soma dos
quadrados desses erros:

n

SQE(a,b) = ) [yi — (az; +b)]*

1=1

Aqui, SQE é uma funcao de duas variaveis, a e b, que sao os parametros que queremos determinar. Para
encontrar os valores de a e b que minimizam SQE, precisamos usar o calculo. Lembre-se que, em um ponto
de minimo (ou maximo), a derivada da funcao em relacado a cada uma de suas variaveis é zero.



A Reta que Melhor se Encaixa: Deducao
das Equacoes Normais (Parte 2)

Para encontrar os valores de a e b que minimizam SQE(a, b) = = [y_i - (ax_i + b)]?, precisamos calcular as
derivadas parciais de SQE em relacao a a e em relacao a b, e entdo iguala-las a zero.

Derivada Parcial em Relacao a 'a’

Vamos comecgar com a derivada parcial em relacao a a:

e 3 (2o o )

Usando a regra da cadeia (d(u®) / 9x = 2u * 9u/dx), onde u = y_i - ax_i - b e du/da = -x_i:

OSQE/0a=%X{2*[y_i-ax_i-b]*(-x_)}
0SQE/fa=-2X[x_i*y i-a*x_i®-b*x_i]

Derivada Parcial em Relacao a 'b'

Agora, vamos calcular a derivada parcial em relagao a b:

"o g (S am o}

Aqui, u = y_i-ax_i-beadu/ob = -1

OSQE/ob=2{2*[y_i-ax_i-b]*(-1)}
0SQE/0b =-2%[y_i-ax_i-Db]

[J) Préximo passo: Essas sdo as expressdes das derivadas parciais. Agora precisamos iguala-las a zero
para encontrar os valores de a e b que minimizam a funcao SQE.



A Reta que Melhor se Encaixa: Deducao
das Equacoes Normais (Parte 3)

Agora que temos as derivadas parciais, vamos iguala-las a zero para encontrar os valores 6timos de a e b.

Equacao Normal 1 Equacao Normal 2

Igualando 0SQE/0a a zero: Igualando 0SQE/0db a zero:
2Y[xi*yi-a*xi*-b*x.i]1=0 2X[yi-ax_i-b]=0

Dividindo por -2: Dividindo por -2:
S[xi*yi-a*xi*-b*x.i]1=0 S[yi-ax_i-b]l=0

Distribuindo o somatério: Distribuindo o somatorio:
S(x_i*y i)-aX(x_i®)-bX(x_.i)=0 2(y_i)-aZ(x_i)-(b)=0

Reorganizando: Lembre-se que X(b) para n pontos é n * b:

a) (z)+b) (z) =) (i) S(y_i)-aZ(x_i)-n*b=0

Reorganizando:

a) (e)+n-b=) (%)

Temos agora um sistema de duas equacodes lineares com duas incégnitas (a e b), conhecido como

Equacoes Normais para o ajuste de uma reta. Resolver este sistema nos dara os valores de a e b que
definem a reta de minimos quadrados.




Solucao do Sistema

Resolvendo o Sistema: Encontrando 'a' e
'b' para a Reta

Com as duas Equacdes Normais em maos, podemos resolvé-las para encontrar as féormulas explicitas para a
e b. Este é um sistema linear 2x2 padrao, que pode ser resolvido por substituicao, eliminacao ou regra de
Cramer.

As Equacoes Normais sao:

1. a X(x_i®) + b Z(x_i) = Z(x_i * y_i)
2. aXZ(x_i)+n*b=2X(y.i)

Formulas Finais

Coeficiente Angular (a) Coeficiente Linear (b)

n- ) (z-y) — > (%) - Do (ys) b_Z(yz) Do(xF) = Do) - Do (@i - i)
n- Y (x7) — (0 ())? n-y (xF) — (Oo(x:))?

a =

[J Observacao importante: Note que o denominador € 0 mesmo para ambas as formulas. Este
denominador é crucial e deve ser diferente de zero para que uma solucao unica exista. Ele €, na
verdade, n vezes a variancia dos x_i (se x_i nao forem todos iguais).

Essas formulas podem parecer um pouco intimidadoras a primeira vista, mas elas sdo a espinha dorsal de
qualquer regressao linear simples. Na pratica, vocé nao precisara memoriza-las, pois softwares e bibliotecas
computacionais (como NumPy em Python) as implementam de forma eficiente. No entanto, entender sua
derivacao e fundamental para compreender o que o método esta realmente fazendo.



Aplicacao Pratica

Um Exemplo Pratico: Previsao de Vendas
com Regressao Linear Simples

Vamos aplicar o que aprendemos a um cenario real. Imagine que uma pequena empresa de e-commerce quer
entender a relagao entre o investimento em publicidade digital (em milhares de reais) e o volume de vendas
(em milhares de reais) em um determinado més. Eles coletaram os seguintes dados ao longo de 5 meses:

1 1 10
2 2 12
3 3 15
4 4 17
S) S) 20

Nosso objetivo é encontrar a reta de ajuste y = ax + b que melhor descreve essa relacao, para que a empresa
possa prever as vendas com base em futuros investimentos.

071 02 03

Calcular Somataérios Aplicar Formula para 'a’ Aplicar Formula para 'b'

e n=5 a=[5*%247-15*74]/[5*55 - b=[74*55-15%247]/[5* 55 -
e Sx=15 (15)%] (15)2]

¢ Sy=74 a = [1235 - 1110] / [275 - 225] b = [4070 - 3705] / [275 - 225]

¢ Zx*=55 a=125/50=2.5 b=365/50=7.3

o 2Xy =247

Resultado: A reta que melhor se ajusta aos dados éy = 2.5x + 7.3

Isso significa que, para cada mil reais adicionais investidos em publicidade, as vendas tendem a aumentar
em 2.5 mil reais, e mesmo sem investimento (x=0), haveria uma venda base de 7.3 mil reais. Esta € uma
informacao valiosa para a tomada de decisdes de marketing e planejamento financeiro da empresa.




Expandindo o Método

Além da Reta: Ajustando Parabolas e
Polinomios de Grau Superior

Nem todas as relagcées no mundo real sao lineares. Pense, por exemplo, na trajetéria de um projétil, que segue
uma parabola, ou no crescimento populacional em certas fases, que pode ser melhor descrito por uma curva
mais complexa. Se tentarmos ajustar uma reta a dados que claramente seguem um padrao curvo, o resultado
sera um modelo inadequado, com erros sistematicos e previsdes imprecisas.

/" Reta (Grau 1) bé Parabola (Grau 2) /¢ Cubico (Grau 3)
y=ax+b y=ax*+bx+c y=ax®+bx*+cx+d
Para relacdes lineares Para trajetorias e Para padrboes mais
simples curvaturas complexos

E aqui que o Método dos Minimos Quadrados mostra sua flexibilidade. A boa noticia é que o principio
fundamental de minimizar a soma dos quadrados dos erros ndo muda. O que muda é a forma da funcao f(x)
que estamos tentando ajustar. Em vez de uma retay = ax + b, podemos usar um polinémio de grau superior,
como uma parabola y = ax® + bx + ¢, ou um polindmio cubico, e assim por diante.

[J) Aideia é a mesma: definir a funcao de erro com base no polindmio escolhido, calcular as derivadas
parciais em relacao a cada um dos coeficientes do polinbmio e iguala-las a zero para formar um
sistema de equacdes normais. A complexidade aumenta, mas a logica subjacente permanece
idéntica.

E como ter um kit de ferramentas com diferentes tipos de chaves; a funcdo de cada chave é apertar ou soltar,
mas o formato muda para se adaptar a diferentes parafusos.



A Generalizacao Polinomial: O Polinomio
de Grau 'm’

Para generalizar o ajuste de curvas para polindmios de qualquer grau, vamos considerar um polinémio de
grau m. A forma geral desse polindmio é:

P(z) = ag + a1z + asx® + ... + anz™

Aqui, a_0, a_1, ..., a_m sao os m+1 coeficientes que precisamos determinar. Para cada ponto de dado (x_i, y_i),
o valor previsto pelo polindmio seria P(x_i). O erro para este ponto é e_i = y_i - P(x_i).

Funcao de Erro Generalizada

A funcdo que queremos minimizar, a Soma dos Quadrados dos Erros (SQE), agora se torna:

n
2 2
SQE(ag, a1, .. .,an) = E [yi — (a0 + a1@; + agzy + ... + apal")]
1=1
Estrutura Consistente Flexibilidade Poder de Modelagem
Perceba que a estrutura € a Cada termo x_i"k pode ser Isso nos permite modelar
mesma do caso da reta, visto como uma relacées mais intrincadas,
apenas com mais termos "caracteristica" ou "variavel capturando curvaturas e
dentro do paréntese. independente" no modelo. inflexdes nos dados.

A beleza do método dos minimos quadrados é que ele se estende elegantemente a essa complexidade. Isso
nos permite modelar relacdes mais intrincadas, capturando curvaturas e inflexdes nos dados que uma simples
reta nao conseguiria.



Equacoes Normais Generalizadas

As Equacoes Normais Generalizadas para
Polinomios (Parte 1)

Para encontrar os m+1 coeficientes a_0, a_l, ..., a_m que minimizam a SQE, precisamos calcular as derivadas
parciais de SQE em relacao a cada um desses coeficientes e iguala-las a zero.

0SQE
8ak

=0 parak=0,1,...,m

Derivada Parcial Genérica

Vamos analisar a derivada parcial em relacao a um coeficiente genérico a_k:

OSQE ﬂ
Oai,  Oag

{Z[yz — (ap 4+ ar; + ... +apxh + ...+ am:c;-”)]2}

Usando a regra da cadeia, a derivada de [...]> em relacdo a a_k sera 2 * [...] * (-x_i"k). Entao, igualando a zero
e dividindo por -2:

Z[yi —(ap+ a1 + ...+ apx!)] - zf =0

Sistema de Equacoes

Distribuindo o somatoério e reorganizando, obtemos um sistema de m+1 equacoes lineares com m+1 incognitas
(a_0, a_1, ..., a_m). Cada equacao corresponde a uma derivada parcial igualada a zero.

Parak =0 Parak =1
2(y_i)-a_0 2(1) -a1 =(x_i) -...—a_m Z(x_i"m) = O >(y_ix_i) -a_0 =(x_i) - a1 X(x_i®*) - ... ~a_m

Reorganizando: 2 (x_i"(m+1)) = 0

Qo Z(l) + a1 Z(‘”i) + ...+
Am Z(m;") = Z(yi) ag Z(wz) + a3 Z(w?) 4.+

Am Z(CETH) = Z(yzwz)

Reorganizando:

E assim por diante, até k = m.



As Equacoes Normais Generalizadas para
Polinomios (Parte 2)

O sistema de m+1 equacdes lineares que obtivemos pode ser convenientemente expresso na forma matricial,
0 que é extremamente util para a implementacao computacional.

Definicoes Matriciais

Matriz X (Design Matrix)

Cada linha corresponde a um ponto de dado x_i, e cada coluna corresponde a uma poténcia de

X_l.
- 5 -
1 | a:% x|
m
X 1 zy x5 T+
2 m
1z, =, - xz]

(Esta matriz tem n linhas e m+1 colunas)

Vetor de Coeficientes 'a’

a
ai

(Vetor coluna de m+1 elementos)

Vetor de Respostas 'y’

(A
Y2

Yn_

(Vetor coluna de n elementos)

Forma Matricial Compacta

Com essas definicdes, o sistema de equacdes normais pode ser escrito de forma compacta como:
XTXa =Xy

Onde X"T é a transposta da matriz X. Para encontrar o vetor de coeficientes a, podemos isola-lo (assumindo
que X"T X é invertivel):

a=(XTX) X"y

Esta é a forma matricial geral da solucao de minimos quadrados para ajuste polinomial (e, na verdade, para
regressao linear multipla em geral). Ela encapsula toda a complexidade da deducao em uma expressao
elegante e poderosa, que € a base para a maioria dos algoritmos de ajuste de curvas em softwares.




Implementacao Computacional

O Poder da Matriz: Solucao Computacional
para Polinomios

Embora a deducao das equacdes normais e a manipulacao matricial sejam cruciais para a compreensao
tedrica, na pratica, raramente resolvemos esses sistemas "na mao" para polindmios de grau superior. A
beleza da forma matricial a = (X*T X)*(-1) X"T y reside em sua capacidade de ser implementada de forma
eficiente em ferramentas computacionais.

A = i
R

Python (NumPy/SciPy) MATLAB
Bibliotecas cientificas otimizadas Ambiente especializado em Linguagem focada em analise
para operacdes matriciais computacao numeérica estatistica

Linguagens de programacao como Python, com suas bibliotecas cientificas como NumPy e SciPy, ou
ambientes como MATLAB e R, possuem funcdes otimizadas para realizar todas as operacdes matriciais
envolvidas: transposicao, multiplicacao e inversao de matrizes. Isso significa que, para ajustar um polinémio
de qualquer grau, vocé so precisa organizar seus dados na matriz X e no vetor y, e entao chamar uma funcao
que fara todo o trabalho pesado para vocé.

Exemplo em Python com NumPy

import numpy as np

# Dados de exemplo (x, y)
x =np.array([1, 2, 3, 4, 5])
y = np.array([10, 12, 15, 17, 20])

# Grau do polindmio (ex: grau 2 para uma parabola)
grau =2

# Construir a matriz X
# np.vander(x, grau + 1, increasing=True) cria a matriz de Vandermonde
X =np.vander(x, grau + 1, increasing=True)

# Resolver o sistema de equacdes normais
# np.linalg.Istsq € uma funcao que resolve o problema de minimos quadrados
coeficientes, residuos, rank, singular_values = np.linalg.Istsq(X, y, rcond=None)

# Os coeficientessaoa 0,a_1, ..., am
print("Coeficientes do polindémio:", coeficientes)

[ Este trecho de cédigo demonstra como a complexidade matematica se traduz em poucas linhas de
codigo, permitindo que cientistas e engenheiros se concentrem na interpretacao dos resultados e na
escolha do modelo mais adequado, em vez de se perderem nos detalhes algébricos.



Desafio Critico

Escolhendo o Grau Certo: O Dilema do
Overfitting e Underfitting

A flexibilidade de ajustar polindbmios de diferentes graus nos traz uma nova questao: como escolher o grau m
ideal para o nosso polinbmio? Se um polindmio de grau 1 (uma reta) € muito simples, um polinédmio de grau 10
pode ser excessivamente complexo. Este é o dilema entre underfitting e overfitting, um conceito central em
modelagem e aprendizado de maquina.

Underfitting (Subajuste) Overfitting (Superajuste)

Ocorre quando o modelo € muito simples para Ocorre quando o modelo é excessivamente
capturar a complexidade subjacente dos dados. E complexo e se "agarra" demais aos dados de
como tentar descrever uma montanha com uma treinamento, incluindo o ruido e as flutuacoées
linha reta. aleatérias.

e O modelo nao consegue aprender os padroes e O modelo aprende o "ruido" em vez do "sinal"

dos dados de treinamento « Desempenho quase perfeito nos dados de

e Desempenho ruim tanto nos dados de treinamento
treinamento quanto em novos dados o Falha miseravelmente ao tentar prever novos
e Os erros sao altos porque o modelo nao é dados

flexivel o suficiente

A chave é encontrar um equilibrio. Queremos um modelo que seja complexo o suficiente para capturar 0os
padrdes reais nos dados, mas simples o suficiente para generalizar bem para novos dados.

Nao existe uma regra unica para escolher o grau; muitas vezes, envolve testar diferentes graus, visualizar os
ajustes e usar métricas de avaliacao para comparar o desempenho dos modelos.



Avaliacao de Qualidade

Metricas de Avaliacao: Como Saber se o
Ajuste ¢ Bom?

Escolher o grau certo do polindbmio ou, de forma mais geral, avaliar a qualidade de um ajuste de minimos
quadrados, nao pode ser feito apenas "a olho". Precisamos de métricas objetivas que nos digam o quao bem
nosso modelo esta performando. Duas das métricas mais comuns e importantes sao o Coeficiente de
Determinacao (R?) e o Erro Quadratico Médio (RMSE).

Coeficiente de Determinacao
(R?)

O R? é uma medida que indica a proporcao da
variancia na variavel dependente (y) que &
previsivel a partir da(s) variavel(is)
independente(s) (x). Em termos mais simples, ele

nos diz o quao bem o nosso modelo explica a
variabilidade dos dados.

e VariadeOa1(ou0% a100%)

e R?proximo de 1: modelo explica grande parte
da variabilidade (bom ajuste)

e R?préximo de 0: modelo explica pouco da
variabilidade (ajuste ruim)

[ Cuidado: Um R? alto n&o significa
necessariamente que o modelo é bom
para previsao, nem que a relagcao é
causal. Além disso, adicionar mais
termos sempre aumentara o R?, mesmo
gue nao sejam significativos
(overfitting). Por isso, existe o R?
ajustado.

Erro Quadratico Médio (RMSE)

O RMSE ¢ a raiz quadrada da média dos
quadrados dos erros (residuos). Ele representa a
"distancia" média entre os valores previstos pelo
modelo e os valores reais observados, ha mesma
unidade da variavel dependente.

e RMSE menor: ajuste melhor (erros médios
menores)

e Nao é normalizado: valor absoluto depende
da escala da variavel y

e Muito intuitivo: nos da uma ideia direta do
tamanho tipico dos erros de previsao

Um RMSE de 10 pode ser bom para vendas em
milhdes, mas ruim para vendas em centenas.

Complementaridade: O R? nos da uma ideia da "proporcao explicada", enquanto o RMSE nos da a
"magnitude do erro". Juntas, elas fornecem uma visao mais completa da qualidade do ajuste do nosso

modelo.



Comparacao de Métricas

R? vs. RMSE: Qual Usar?

R2

RMSE

Proporcao da variancia
de y explicada pelo
modelo.

Magnitude média dos
erros de previsao, na
unidade dey.

Facil de interpretar (0O-
100%). Bom para
comparar modelos com
diferentes y.

Intuitivo (erro médio).
Bom para comparar
modelos no mesmo
conjunto de dados.

Aumenta com mais
variaveis, pode enganar
em overfitting. Nao indica
erro absoluto.

Depende da escala de y.
Dificil comparar entre
diferentes conjuntos de
dados.



Relevancia Contemporanea

Aplicacoes Avancadas e Tendéncias

Atuais

O Método dos Minimos Quadrados, embora tenha suas raizes na matematica do século XVIlI, continua sendo

uma das ferramentas mais relevantes e amplamente utilizadas na analise de dados moderna. Sua simplicidade

conceitual e robustez o tornam a base para diversas aplicacées em campos emergentes e consolidados.

B

Ciéncia de Dados e Machine Learning

A regressao linear é frequentemente o primeiro
algoritmo ensinado e aplicado. Serve como ponto de
partida para modelos mais complexos e € essencial
para tarefas de previsao e inferéncia.

Financas

Usado para modelar risco de investimentos, prever
precos de acdes, analisar relacao entre diferentes
ativos e otimizar portfélios.

Tendéncias Atuais (2023-2025)

Integracao com Big Data

Variantes e otimizacdes (como o Gradiente
Descendente) permitem aplicacado em larga
escala, mesmo em datasets gigantes.

Modelos Robustos

Desenvolvimento de métodos menos sensiveis a
outliers € uma area ativa de pesquisa,
garantindo relevancia em dados mais "sujos".

g

Engenharia

Crucial para calibracao de sensores, modelagem de
sistemas fisicos, analise de dados experimentais e
controle de processos. Exemplo: determinar
propriedades elasticas de materiais.

i

Economia

Fundamental para entender relacées entre variaveis
macroecondmicas, como inflagcao, desemprego e
crescimento do PIB.

Interpretabilidade

Em um mundo de modelos de "caixa preta", a
regressao oferece interpretabilidade clara dos
coeficientes, valioso para explicar decisdes.

Ferramentas Computacionais

Crescente facilidade de uso de bibliotecas
(NumPy, SciPy, scikit-learn, R) democratiza o
acesso e aplicacao desses métodos.



Consciéncia Critica

Desafios e Limitacoes do Meéetodo dos
Minimos Quadrados

Apesar de sua vasta aplicabilidade e poder, o Método dos Minimos Quadrados nao é uma solucao universal e
possui suas limitacdes. E fundamental estar ciente delas para aplicar o método de forma responsavel e eficaz.

Sensibilidade a Outliers

Como o método minimiza a soma dos quadrados dos erros, um unico ponto de dado muito distante da
tendéncia geral (um outlier) pode ter um impacto desproporcionalmente grande na linha ou curva de
ajuste, "puxando-a" em sua direcao.

Analogia: E como ter um peso muito pesado em uma das extremidades de uma balanca; ele desequilibra
todo o sistema.

Pressupostos para Inferéncia Estatistica

Embora o ajuste em si possa ser feito sem esses pressupostos, a validade das conclusdes estatisticas

depende de:
Linearidade Independéncia dos Erros
A relacao entre as variaveis independentes e Os erros de um ponto nao devem estar
dependente deve ser linear (ou linearizavel, correlacionados com os erros de outro ponto.

como no caso de polindmios).

R L

Homoscedasticidade Normalidade dos Erros

A variancia dos erros deve ser constante para Os erros devem seguir uma distribuicado normal.
todos os valores das variaveis independentes.

[J Importante: Quando esses pressupostos sio violados, as estimativas dos coeficientes ainda podem
ser as "melhores" no sentido de minimos quadrados, mas as inferéncias estatisticas (como intervalos
de confianca e testes de hipoteses) podem nao ser validas. Nesses casos, pode ser necessario
transformar os dados, usar métodos de regressao robusta ou explorar outros modelos estatisticos.

Entender essas limitacdes é tdo importante quanto saber aplicar o método, pois garante que vocé nao tire
conclusoes erradas de seus dados.




Sintese e Continuidade

Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim de nossa jornada pelo Método dos Minimos Quadrados para Casos Discretos. Vimos que,
diante da imperfeicao dos dados do mundo real, o ajuste de curvas se destaca como uma ferramenta
essencial para revelar tendéncias subjacentes. Exploramos a diferenca crucial entre interpolacao e ajuste,
compreendemos o principio de minimizar a soma dos quadrados dos erros e deduzimos as equacdes hormais
para o ajuste de uma reta. Mais importante, generalizamos esse conceito para polindmios de graus
superiores, entendendo como a algebra linear nos permite resolver esses sistemas complexos de forma
eficiente com ferramentas computacionais.

Em Pratica Lembre-se

O Método dos Minimos Quadrados é sua porta de Sempre avalie a qualidade do seu ajuste com
entrada para a modelagem preditiva. Use-o para métricas como R? e RMSE, e esteja atento aos
identificar padréoes em dados dispersos, prever desafios como outliers e a escolha do grau do
resultados futuros com base em tendéncias polinbmio para evitar underfitting ou overfitting.

observadas e tomar decisoes mais informadas
em sua area de atuacao.

Autoavaliacao

1. Qual a principal diferenca entre interpolacao e ajuste de curvas?
a) Interpolacao conecta pontos com linhas retas, ajuste usa curvas.
b) Interpolacao passa por todos os pontos, ajuste busca a melhor tendéncia geral.
c) Interpolacao é para dados discretos, ajuste é para dados continuos.
d) Interpolacao minimiza erros, ajuste maximiza a precisao.

2. Por que o Método dos Minimos Quadrados eleva os erros ao quadrado antes de soma-los?
a) Para simplificar os calculos matematicos.
b) Para garantir que todos os erros sejam positivos e penalizar erros maiores mais severamente.
c) Para que os erros positivos e negativos se cancelem.
d) Para que o modelo seja sempre linear.

3. Para ajustar um polindmio de grau m a n pontos de dados usando minimos quadrados, quantas equacoes
normais precisam ser resolvidas?
a)n
b) m
c) m+1
d) n+m

4. Um modelo de ajuste de curvas que se "agarra" demais aos dados de treinamento, incluindo o ruido, e tem
um desempenho ruim em novos dados, € um exemplo de:
a) Underfitting
b) Overfitting
c) Linearizacao
d) Interpolacao

5. Expligue como o Coeficiente de Determinacao (R?) e o Erro Quadratico Médio (RMSE) podem ser usados
em conjunto para avaliar a qualidade de um ajuste de minimos quadrados.

D Gabarito:1.b) | 2.b) | 3.¢) | 4. b)

Proxima Aula

Aula 19 - Linearizacao de Modelos Nao Lineares: Exploraremos como podemos aplicar as técnicas de
minimos quadrados, que vimos serem poderosas para modelos lineares e polinomiais, a modelos que
inicialmente nao sao lineares, transformando-os para que possam ser resolvidos por métodos ja conhecidos.

Recursos Adicionais

e Livros de Analise Numérica: Para aprofundar a teoria e ver mais exemplos.
o Documentacao NumPy/SciPy: Para explorar a implementacao pratica em Python.

e Cursos Online de Regressao: Para ver aplicacdes em contextos de ciéncia de dados.

NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e a literatura mais recente para verificar alteracdes e avancos na area.



