Aula 17 - Fehomeno de Runge e
Interpolacao por Splines

Bem-vindos a Aula 17 do nosso curso de Analise Numeérica! Hoje, vamos mergulhar em um tépico que, a
primeira vista, pode parecer um detalhe técnico, mas que revela uma das armadilhas mais intrigantes e
importantes da matematica computacional: o Fenomeno de Runge. Vocé ja se perguntou se, ao tentar
conectar uma série de pontos com uma curva, essa curva pode se comportar de maneira inesperada,
oscilando loucamente entre os pontos que deveria representar fielmente? E exatamente isso que
exploraremos.

A capacidade de aproximar funcdes complexas ou dados discretos por meio de polindbmios € uma ferramenta
poderosa em diversas areas, da engenharia a ciéncia de dados. No entanto, essa ferramenta, se mal utilizada,
pode nos levar a resultados enganosos. Entender o Fendmeno de Runge nao é apenas uma curiosidade
académica; é uma habilidade critica para qualquer profissional que lide com modelagem e simulacao,
garantindo que suas analises sejam robustas e confiaveis.

Nosso objetivo nesta aula € desvendar os mistérios por tras dessa falha de interpolacao e, mais importante,
apresentar uma solucao elegante e amplamente utilizada: a Interpolacao por Splines. Ao final, vocé sera
capaz de identificar situacdes onde a interpolacao polinomial tradicional pode falhar, compreender os
principios das splines e aplicar seus conceitos para construir modelos mais precisos e estaveis, conectando a
teoria com a pratica profissional em areas como a analise de dados e o desenvolvimento de algoritmos.



O Desafio da Interpolacao Polinomial:
Conectando os Pontos

Imagine que vocé tem um conjunto de dados, talvez medicoes de temperatura ao longo
do dia, ou a trajetoria de um objeto. Seu objetivo é encontrar uma funcao continua que
passe exatamente por todos esses pontos. A primeira ideia que geralmente surge é usar
um polindmio. Afinal, polindmios sao funcoes suaves, faceis de derivar e integrar, e
sabemos que, dados n+1 pontos distintos, existe um unico polindbmio de grau no maximo
n que passa por todos eles. Parece a solucao perfeita, nao €?

Aplicacoes em Ciéncia de Dados Analise Numérica
Engenharia Prever tendéncias a partir de Estimar valores entre pontos
Modelar o perfil de uma asa amostras de dados medidos e suavizar dados

de aviao a partir de alguns
pontos de design

Essa abordagem, conhecida como interpolacao polinomial, € fundamental em muitos campos. Ela nos permite
estimar valores entre os pontos medidos, suavizar dados e até mesmo aproximar funcdées complexas para
facilitar calculos. A simplicidade e a elegancia dos polindmios os tornam candidatos naturais para essa tarefa.

[J 1 Atencao: Como em muitas situagcdes da vida, o que parece simples e elegante na teoria pode
esconder complexidades na pratica. A medida que aumentamos o0 nhumero de pontos que queremos
interpolar, e consequentemente o grau do polinbmio, comegcamos a encontrar comportamentos
inesperados.

E nesse ponto que a intuicao inicial de que "quanto mais pontos, melhor a aproximacao" pode nos trair,
levando-nos diretamente ao coracao do nosso primeiro topico: o Fenédmeno de Runge.



O Fenomeno de Runge: Quando a Solucao

Vira Problema

Vocé ja tentou esticar um elastico muito fino para
cobrir uma grande distancia, e ele acabou se
deformando de maneira estranha no meio? Essa é
uma boa analogia para entender o Fenémeno de
Runge.

Ele ocorre quando tentamos interpolar uma funcao suave, mas
com variacdes significativas, usando um polindbmio de grau
elevado, especialmente quando os pontos de interpolagcao
estao igualmente espacados. Em vez de obter uma
aproximacao suave e precisa, o que vemos sao oscilacdes
selvagens e inesperadas nas extremidades do intervalo, e até
mesmo entre os pontos, onde o polindmio se afasta
drasticamente da func¢ao original.

Por que isso acontece?

Descoberta Historica

Descoberto por Carl Runge no
inicio do século XX ao
interpolar f(x) =1/ (1 + 25x3)
no intervalo [-1, 1]

01 02 03

Rigidez dos Polindmios Oscilacoes Forcadas Amplificacao nas Bordas
Polinbmios de alto grau sao Isso forca grandes oscilacdes para As oscilagcdes crescem em
"rigidos" e tentam se ajustar a "virar" e passar por cada ponto magnitude, especialmente nas

todos os pontos de uma vez

curvar de forma exagerada em alguns lugares para consequir isso."

extremidades do intervalo

"E como tentar dobrar uma barra de metal para que ela passe por varios pontos complexos; ela pode se

Para evitar o Fendbmeno de Runge, uma das solucdes é usar pontos de interpolacao nao igualmente

espacados, como os pontos de Chebyshev, que concentram mais pontos nas extremidades do intervalo,

onde as oscilacdes sao mais problematicas. No entanto, nem sempre temos a liberdade de escolher a

distribuicao dos pontos de dados.



As Implicacoes do Fenomeno de Runge na
Pratica

Compreender o Fendmeno de Runge € crucial porque ele nao é apenas um problema
tedrico; ele tem implicacoes diretas e sérias em aplicacoes praticas.

» y e

Engenharia Financas Ciéncia de Dados
Modelagem de tensdes em Previsdes de precos com alta Ruido artificial pode mascarar
pontes pode prever picos volatilidade artificial podem verdadeiros insights ao ajustar
irrealistas, levando a resultar em decisdes de curvas a conjuntos de dados
superdimensionamento ou investimento equivocadas

falhas estruturais

A Verdadeira Licao

X Problema v Solucao

e Interpolacao global com um unico polinGbmio e Abordagem mais flexivel

o Estratégia arriscada para muitos pontos e Adaptacao local aos dados

e Instabilidade em todo o intervalo e Técnicas de interpolacao segmentada

[ . Insight Chave: A solucao ndo é evitar polinémios de alto grau, mas sim adotar a estratégia de
"dividir para conquistar", abrindo caminho para as técnicas de interpolacao segmentada.



Interpolacao Segmentada: Dividir para
Conquistar

Se tentar ajustar uma unica
curva complexa a muitos
pontos e problematico, por
que nao simplificar?

A ideia por tras da interpolacao segmentada é exatamente essa: em vez de usar um
unico polindbmio de alto grau para cobrir todo o intervalo de dados, dividimos o intervalo
em subintervalos menores e ajustamos um polindmio de baixo grau (geralmente grau 1,

2 ou 3) em cada um desses subintervalos.

"E como construir uma estrada longa e sinuosa usando vérios trechos curtos e retos, ou levemente
curvados, em vez de tentar moldar um unico bloco gigante de asfalto para todo o percurso.”

Vantagens da Abordagem Segmentada

f M e

Flexibilidade Estabilidade Eficiéncia

Cada polinédmio local é Reduz drasticamente a chance Polinbmios de baixo grau sao
responsavel por uma pequena de oscilacbes selvagens computacionalmente mais

parte dos dados estaveis

[J) Conceito-Chave A grande sacada da interpolacao segmentada € que, embora usemos

varios polindmios, queremos que a curva resultante seja suave e
Nos: Pontos de conexao continua em todos os pontos onde os segmentos se encontram. A
entre os segmentos onde forma como garantimos essa suavidade nos leva ao conceito de
garantimos suavidade e Splines, que sdo as funcdes mais populares e eficazes para

continuidade interpolacdo segmentada.



Introducao as Splines: A Arte da
Suavidade Local

As splines sao, em esséncia, funcdes que consistem em varios segmentos polinomiais,
cada um definido sobre um subintervalo, e que se unem nos pontos de conexao (os
nos) de forma a garantir um certo grau de suavidade.

(J ° Origemdo Termo

O termo "spline" vem das réguas flexiveis de madeira ou metal que os desenhistas e engenheiros
usavam antigamente para tracar curvas suaves em projetos de navios e aeronaves. Eles fixavam a
régua em alguns pontos e a régua se curvava naturalmente, minimizando a energia de flexao e
criando uma curva esteticamente agradavel e matematicamente suave.

Caracteristicas Fundamentais

Flexibilidade Local Estabilidade Suavidade Controlada
As splines permitem que a Evitam as oscilacdes Capacidade de controlar a
curva se "flexione" indesejadas do Fenébmeno de suavidade nos nos através de
localmente, adaptando-se a Runge condicoes de continuidade

forma dos dados em cada
segmento

Niveis de Continuidade

<% P %6

C? - Continuidade da C' - Continuidade da 12 C2 - Continuidade da 22

Funcao Derivada Derivada

A funcao é continua nos noés Garante que a curva ndo tenha Garante uma curvatura suave
"quinas"

Essa flexibilidade as torna ferramentas indispensaveis em graficos computacionais, modelagem CAD/CAM,
processamento de imagens e, claro, na analise numérica.



Splines Lineares: A Simplicidade da Linha
Reta

O que sao?

As splines lineares sao formadas por 0 v Vantagens

segmentos de reta que conectam pares de

pontos adjacentes. Em cada subintervalo [x_i, e Simplicidade de calculo

x_{i+1}], a funcao spline € um polindmio de e Facil implementacao

grau 1. e Funcéo continua garantida

E a forma mais direta de interpolacao e Sem oscilagoes

segmentada: simplesmente ligamos os pontos  Evita completamente o Fenémeno de Runge

com linhas retas, como se estivéssemos
desenhando um grafico "ponto a ponto".

Limitacoes
Descontinuidade da Presenca de "Quinas" Aplicacoes Limitadas
Derivada A curva resultante tera cantos Nao adequada para design de
A primeira derivada nao é nos pontos de conexao superficies ou simulacao de
continua nos noés movimentos suaves

"Se vocé estivesse projetando uma montanha-russa, uma spline linear resultaria em solavancos
desconfortaveis em cada ponto de conexao."

Quadro Comparativo: Interpolacao Polinomial Global vs. Spline Linear

Caracteristica Interpolacao Polinomial Global Spline Linear

Grau do Polinébmio Alto (igual a n de pontos - 1) Baixo (grau 1) por segmento
Suavidade Pode oscilar (Runge) Continua, mas com "quinas"
Complexidade Alta (para alto grau) Baixa

Estabilidade Potencialmente instavel Estavel

Aplicacao Tipica Poucos pontos, funcdes suaves Visualizacao rapida, dados

brutos



Splines Cubicas: A Elegancia da Curvatura
Suave

Quando a suavidade é
primordial

As splines cubicas entram em cena. Elas sao o tipo mais comum e amplamente
utilizado de spline, e por uma boa razao. Em vez de segmentos de reta, as splines
cubicas utilizam polindmios de grau 3 (cubicos) em cada subintervalo.

CO C1 C2
Continuidade da funcao nos nos Continuidade da primeira Continuidade da segunda
derivada derivada

O que isso significa na pratica?

[J Primeira Derivada Continua [J Segunda Derivada Continua
A curva nao tera "quinas" nos nés; ela A curvatura da funcao também sera
sera suave e sem interrupcoes na suave, sem mudancas abruptas
inclinacao

"E como se a curva 'dobrasse’ de maneira natural e fluida, sem solavancos. Pense em uma estrada bem
rojetada, onde as curvas sgo suaves e a transicdo entre elas € imperceptivel, proporcionando uma
7/
viagem confortavel."

Aplicacoes das Splines Cubicas

. et %? : 0,0 ~
Design Grafico @ Engenharia a''s Computacao
Criacao de fontes e formas Modelagem de superficies Implementacdes robustas
vetoriais com curvas aerodinamicas ou em NumPy e SciPy
suaves e precisas hidrodinamicas (Python)

As splines cubicas oferecem um excelente equilibrio entre flexibilidade (evitando o Fenbmeno de Runge) e
suavidade (proporcionando uma representacao realista). Ferramentas computacionais como NumPy e SciPy
em Python oferecem implementacées robustas de splines cubicas, facilitando sua aplicacao em problemas
reais de engenharia, fisica e ciéncia de dados.



Escolhendo a Melhor Abordagem:
Polinomios, Splines Lineares ou Cubicas?

A escolha entre interpolacao polinomial global, splines lineares e splines cubicas
depende muito do contexto e dos requisitos especificos do seu problema. Nao existe

uma solucao unica que sirva para todas as situacoes.

Interpolacao Polinomial
Global

Quando usar:

e Numero pequeno de
pontos

Funcao bem aproximada
por polindmio de baixo
grau

Cuidado: Risco do Fenémeno
de Runge com muitos pontos

Splines Lineares

Quando usar:
e Visualizagao rapida de
dados

Simplicidade
computacional prioritaria

e Suavidade nao é critica

Limitacao: Falta de suavidade
nas derivadas

Splines Cubicas

Quando usar:
e Curva suave e precisa
necessaria

Maioria das aplicacoes
profissionais

o Design e analise avancada
Vantagem: Melhor equilibrio

entre precisao, estabilidade e
suavidade

Analogias para Entender

Polinomial Global

"Como usar uma unica régua
rigida para desenhar uma
montanha inteira; s6 funciona
bem para um pequeno morro"

Splines Lineares

"Como um mapa de trilhas
onde cada segmento é uma
linha reta, bom para
navegacgao, mas nao para
descrever o terreno com
precisao"

Splines Cubicas

"Como uma estrada bem
projetada com curvas suaves e
transicoes imperceptiveis"

[ g8 Tendéncia de Mercado: A capacidade de integrar ferramentas computacionais como SciPy é uma

habilidade forte e valorizada no mercado atual. As splines cubicas sao a ferramenta padrao em

softwares de design e analise.



Aplicacoes Praticas e Conexao com
Ferramentas Computacionais

A teoria por tras do Fendmeno de Runge e das Splines ganha vida quando a aplicamos a
problemas reais.

Engenharia Fisica
Modelagem de perfis de pas de turbinas, Interpolacao de dados experimentais, como
fuselagens de aeronaves e carrocerias de espectros de luz ou trajetdrias de particulas,
automoveis, garantindo superficies suavizando o ruido e revelando tendéncias
aerodinamicas suaves e eficientes subjacentes

il o
Ciéncia de Dados Financas
Suavizacao de séries temporais, preenchimento Construcao de curvas de juros ou modelagem da
de lacunas em dados (imputacao) e criacao de volatilidade de ativos, onde a suavidade é crucial
modelos preditivos mais robustos para evitar arbitragens

Ferramentas Computacionais

0 . Python o L -
A boa noticia € que vocé nao precisa implementar esses
Bibliotecas principais: algoritmos do zero. Linguagens como Python, com suas
bibliotecas cientificas NumPy e SciPy, oferecem funcdes
e NumPy . . -
prontas para uso que implementam splines de forma eficiente.
e SciPy
Isso permite que vocé se concentre na aplicacao e
Funcao chave: interpretacao dos resultados, em vez de nos detalhes da

. : implementacao matematica.
scipy.interpolate.interp1d

[) . Diferencial Profissional: A familiaridade com essas ferramentas é um diferencial importante no
mercado de trabalho atual. Dominar SciPy para interpolacao demonstra capacidade técnica e
conhecimento pratico.



Sintese e Proximos Passos

Chegamos ao fim de nossa jornada pela Aula 17, onde desvendamos o intrigante
Fendmeno de Runge e exploramos a elegancia e a eficacia da interpolacao por Splines.

Problema Identificado Ferramentas Praticas
Interpolacao polinomial global pode causar Splines lineares e cubicas com implementacdes
oscilacdes indesejadas (Fendmeno de Runge) em Python (SciPy)
1 2 3

Solucao Apresentada

Interpolacao segmentada com splines: dividir
para conquistar

Principais Aprendizados

Fendomeno de Runge

1
OscilacOes selvagens ocorrem com polindmios de alto grau e pontos igualmente espacados
2 Interpolacao Segmentada
Usar polindmios de baixo grau em segmentos menores reduz oscilacées e aumenta estabilidade
3 Splines Cubicas
Oferecem o melhor equilibrio entre suavidade (C?, C', C°) e estabilidade
a Aplicacao Pratica

Utilize bibliotecas como SciPy para implementar splines de forma eficiente

(J g8 Em Pratica

Ao lidar com um conjunto de dados para interpolacao, sempre considere o numero de pontos e a
suavidade desejada. Se a curva precisa ser suave e sem oscilacdes, especialmente com muitos
pontos, as splines cubicas sao sua melhor aposta. Utilize bibliotecas como SciPy em Python para
implementar esses métodos de forma eficiente, economizando tempo e garantindo a precisao dos
seus modelos.

Proxima Aula

n I 1 8 Método dos Minimos Quadrados para Casos Discretos
u a Vamos explorar um conceito relacionado, mas fundamentalmente diferente:
o ajuste de curvas. Enquanto a interpolacao busca uma curva que passe
exatamente por todos os pontos, o ajuste de curvas busca uma curva que

melhor se aproxime dos pontos, minimizando o erro geral, sem a exigéncia
de passar por cada um.

"Essa distincao é crucial e nos abrira novas portas para a modelagem de dados com ruido."



Autoavaliacao

1 AQual das seguintes afirmacoes descreve corretamente o Fenomeno de Runge?

a) Ocorre quando polinbmios de baixo grau sao usados para interpolar muitos pontos.

b) Caracteriza-se por oscilacdes crescentes nas extremidades do intervalo ao usar polinbmios de
alto grau com pontos igualmente espacados.

c) E um problema exclusivo da interpolacdo por splines lineares.

d) Refere-se a incapacidade de encontrar um polindmio que passe por todos os pontos dados.

2 Qual é a principal vantagem da interpolacdao segmentada (como as splines) em
relacao a interpolacao polinomial global de alto grau?

a) Maior complexidade computacional.
b) Garantia de que a curva passara por menos pontos.
c) Reducao das oscilacdes e maior estabilidade da aproximacao.

d) Exige que todos os pontos de interpolacao sejam igualmente espacados.

3 Uma spline linear garante qual tipo de continuidade nos nos?

a) Apenas a continuidade da funcao.
b) A continuidade da funcao e da primeira derivada.
c) A continuidade da funcao, da primeira e da segunda derivada.

d) Nenhuma continuidade é garantida.

4 Em qual cenario as splines cubicas seriam a escolha mais adequada?

a) Quando a simplicidade computacional é a unica prioridade e a suavidade nao importa.

b) Para interpolar um numero muito pequeno de pontos onde a funcao € conhecida por ser um
polinbmio de baixo grau.

c) No design de superficies aerodinamicas que exigem uma curvatura suave e continua.

d) Para evitar o Fendbmeno de Runge em dados com poucos pontos.

5 Questao Dissertativa

Explique a diferenca fundamental entre a interpolacao por splines e o ajuste de curvas pelo método

dos minimos quadrados, considerando seus objetivos e as caracteristicas da curva resultante.



Gabarito e Recursos Adicionais

Gabarito
Questao 1 Questao 2
Resposta: b) Resposta: c)
Questao 3 Questao 4
Resposta: a) Resposta: c)

Recursos Adicionais

= Livro Recomendado = Documentacao Artigos Cientificos

"Analise Numérica" Tecnica Fenomeno de Runge

Biblioteca SciPy (Python)

Richard L. Burden e J. Douglas Literatura especializada

Faires scipy.interpolate Para entender as nuances e
Para aprofundamento tedrico Para explorar as fungées de solugbes avancadas
e exemplos praticos interpolacdo e suas

aplicacoes

(J [I2 NOTA IMPORTANTE

As informacdes regulatérias/legais/técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre
fontes oficiais para verificar alteracdes.

Proxima Aula

Aula 18 — Método dos Minimos Quadrados para Casos Discretos



