
Aula 16 – Análise do Erro na Interpolação 
Polinomial
Imagine que você está projetando uma ponte ou modelando o comportamento de um ativo financeiro. Em 
ambos os casos, você provavelmente tem um conjunto limitado de dados – pontos específicos de carga, 
temperaturas ou preços ao longo do tempo. Para entender o que acontece entre esses pontos, ou para prever 
valores futuros, você usa a interpolação. É como preencher os espaços em branco de um quebra-cabeça 
complexo.

No entanto, como em qualquer modelo, a interpolação não é perfeita. Ela é uma aproximação da realidade. A 
grande questão é: quão boa é essa aproximação? É aqui que entra a análise do erro. Entender o erro não é 
apenas uma formalidade matemática; é uma necessidade prática para garantir a segurança de uma estrutura, 
a precisão de um prognóstico ou a confiabilidade de uma simulação. Sem essa compreensão, nossas 
decisões baseadas em modelos podem ser falhas, com consequências potencialmente sérias.

Nesta aula, vamos desvendar os mistérios por trás da precisão da interpolação polinomial. Você aprenderá a 
quantificar o erro de truncamento, a entender como a escolha do grau do polinômio e a distribuição dos 
pontos de dados impactam essa precisão, e a reconhecer as armadilhas da interpolação de alta ordem. Ao 
final, você terá as ferramentas para avaliar a confiabilidade de suas aproximações e tomar decisões mais 
informadas em seus projetos.



Desvendando o Erro de Truncamento na 
Interpolação
Quando usamos um polinômio para aproximar uma função, estamos, na verdade, "truncando" a 
representação exata da função. Pense nisso como tentar desenhar uma curva suave usando apenas alguns 
pontos. Por mais cuidadoso que você seja, a linha que você traça entre esses pontos será uma aproximação, 
e haverá uma diferença, um "erro", entre sua linha e a curva original perfeita. Esse erro é o que chamamos de 
erro de truncamento. Ele surge porque estamos substituindo uma função complexa por um modelo mais 
simples, um polinômio.

A beleza da análise numérica é que podemos não apenas reconhecer a existência desse erro, mas também 
quantificá-lo. A fórmula para o erro de truncamento na interpolação polinomial nos dá uma maneira de estimar 
o quão "longe" nosso polinômio interpolador está da função real que ele tenta representar. É uma ferramenta 
poderosa que nos permite avaliar a qualidade da nossa aproximação e decidir se ela é aceitável para a 
aplicação em questão.

Fórmula do Erro de Truncamento

A fórmula para o erro de truncamento em um ponto  ao interpolar uma função  com um 
polinômio  de grau  usando  pontos de dados  é dada por:
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onde  é um ponto desconhecido que está no menor intervalo contendo  e todos os pontos de 
interpolação .
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Derivada de Alta Ordem
A parte  envolve a -ésima derivada 
da função original , avaliada em algum ponto 
 dentro do intervalo. Essa derivada nos diz quão 

"curva" ou "oscilante" é a função, e quanto 
maior ela for, maior o potencial para o erro.
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O Impacto do Grau do Polinômio no Erro
Intuitivamente, poderíamos pensar que quanto maior o grau do polinômio interpolador, mais pontos de dados 
ele pode "conectar" e, portanto, mais precisa será a nossa aproximação. Em muitos casos, isso é verdade: um 
polinômio de grau mais alto tem mais flexibilidade para se ajustar a funções complexas. Imagine que você 
está tentando desenhar uma paisagem montanhosa. Usar apenas dois pontos (uma linha reta) simplificaria 
demais. Com mais pontos, você pode capturar os picos e vales com mais detalhes.

No entanto, a história não é tão simples. Aumentar o grau do polinômio nem sempre leva a uma redução do 
erro em todo o intervalo. Na verdade, pode levar a um fenômeno contra-intuitivo onde o erro aumenta 
drasticamente em certas regiões, especialmente nas extremidades do intervalo de interpolação. Isso 
acontece porque polinômios de alto grau podem se tornar excessivamente "nervosos" ou oscilatórios, 
tentando passar por todos os pontos de dados.

Exemplo Prático: Você está modelando a trajetória de um projétil. Se você tem poucos pontos de dados, 
um polinômio de baixo grau pode dar uma curva suave e razoável. Mas se você tentar forçar um polinômio 
de grau muito alto a passar por cada pequeno desvio nos seus dados de medição (que podem conter 
ruído), o polinômio resultante pode oscilar selvagemente, prevendo trajetórias irrealistas entre os pontos 
medidos. Isso nos mostra que a busca por um ajuste "perfeito" pode, na verdade, introduzir mais 
imprecisão do que precisão.

Característica Polinômio de Baixo Grau Polinômio de Alto Grau

Flexibilidade Menor Maior

Suavidade Geralmente mais suave Pode ser muito oscilatório

Erro Maior em funções complexas Potencialmente menor no centro, 
mas maior nas extremidades

Custo Computacional Menor Maior

Estabilidade Mais estável Menos estável, propenso a 
Runge



A Influência da Distribuição dos Pontos no 
Erro
Além do grau do polinômio, a forma como os pontos de dados são distribuídos ao longo do intervalo de 
interesse tem um impacto profundo na magnitude do erro de interpolação. Pense em uma pesquisa de 
opinião: se você entrevistar pessoas apenas de uma pequena região, sua amostra não será representativa da 
população como um todo, e suas conclusões terão um erro significativo. Da mesma forma, se os pontos de 
interpolação estiverem agrupados em uma área e esparsos em outra, a precisão da interpolação será 
desigual.

Pontos Uniformemente Espaçados
Quando os pontos de interpolação estão 
uniformemente espaçados, o erro tende a ser 
maior nas extremidades do intervalo e menor no 
centro. Isso ocorre porque a função  
na fórmula do erro, que mede a distância de  a 
todos os pontos, cresce mais rapidamente nas 
bordas do intervalo. É como tentar equilibrar uma 
régua: é mais fácil mantê-la estável no centro do 
que nas pontas.
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Pontos de Chebyshev
Para mitigar esse problema, especialmente em 
interpolações de alto grau, uma estratégia eficaz 
é usar pontos de interpolação não uniformemente 
espaçados, como os pontos de Chebyshev. 
Esses pontos são mais densos nas extremidades 
do intervalo e mais esparsos no centro. Ao fazer 
isso, eles "compensam" o comportamento 
oscilatório do polinômio nas bordas, distribuindo 
o erro de forma mais uniforme e, muitas vezes, 
reduzindo o erro máximo. É uma técnica 
inteligente para "enganar" o polinômio a se 
comportar melhor onde ele é mais propenso a 
errar.



Limitações da Interpolação de Alta Ordem: 
O Fenômeno de Runge
A ideia de que "mais é sempre melhor" é tentadora, mas na interpolação polinomial, ela pode ser uma 
armadilha. Aumentar o grau do polinômio para incluir mais pontos de dados, na esperança de obter uma 
aproximação mais precisa, muitas vezes leva a um problema conhecido como Fenômeno de Runge. Este 
fenômeno é uma das principais limitações da interpolação de alta ordem e serve como um lembrete crucial de 
que a complexidade nem sempre se traduz em melhor desempenho.

O que é o Fenômeno de Runge?

O Fenômeno de Runge ocorre quando, ao interpolar uma função suave com um polinômio de alto 
grau usando pontos igualmente espaçados, o polinômio resultante exibe oscilações selvagens e 
crescentes nas extremidades do intervalo de interpolação. Mesmo que o polinômio passe por todos 
os pontos de dados, ele se desvia drasticamente da função original entre esses pontos, 
especialmente nas bordas. É como tentar desenhar uma linha reta com uma caneta que treme 
incontrolavelmente nas pontas.

Implicação em 
Engenharia
Se você está modelando 
dados experimentais e usa 
um polinômio de alto grau 
com pontos uniformes, 
pode acabar com um 
modelo que prevê valores 
absurdos fora da região 
central dos seus dados. 
Isso poderia levar a 
previsões de tensões ou 
deformações irrealistas em 
uma estrutura.

Implicação em 
Finanças
A interpolação de dados de 
mercado para construir 
curvas de rendimento é 
fundamental para precificar 
derivativos; um erro 
significativo pode resultar 
em perdas financeiras.

Conclusão Crítica
Reconhecer e evitar o 
Fenômeno de Runge é 
fundamental para a 
confiabilidade de qualquer 
análise numérica.



Quando a Simplicidade Supera a 
Complexidade
A compreensão das limitações da interpolação de alta ordem nos leva a uma reflexão importante: nem sempre 
o modelo mais complexo é o melhor. Em muitos cenários, um polinômio de grau mais baixo, ou uma 
abordagem alternativa, pode oferecer uma aproximação mais robusta e confiável. É como escolher a 
ferramenta certa para o trabalho: uma chave de fenda simples é mais eficaz para um parafuso comum do que 
uma ferramenta multifuncional excessivamente complexa.

Complexidade Computacional

Polinômios de alto grau exigem mais operações 
para serem avaliados e podem ser mais suscetíveis 
a erros de arredondamento em cálculos de ponto 
flutuante, especialmente em sistemas 
computacionais com precisão limitada. Isso significa 
que, além de serem matematicamente 
problemáticos, eles podem ser computacionalmente 
ineficientes e numericamente instáveis. A busca por 
um ajuste "perfeito" pode, paradoxalmente, levar a 
resultados menos precisos devido a esses fatores.

Tendências Atuais

Conectando com as tendências atuais, a ciência de 
dados e a engenharia moderna frequentemente 
lidam com grandes volumes de dados. Nesses 
contextos, a estabilidade e a eficiência 
computacional são tão importantes quanto a 
precisão teórica. Ferramentas como Python (com 
NumPy e SciPy) ou MATLAB permitem explorar 
diferentes graus e distribuições de pontos, 
visualizando o impacto no erro. Isso reforça a 
necessidade de um equilíbrio entre a complexidade 
do modelo e a sua aplicabilidade prática, buscando 
soluções que sejam precisas, estáveis e eficientes.



Estratégias para Controlar o Erro de 
Interpolação
Agora que entendemos as fontes e os comportamentos do erro na interpolação polinomial, a pergunta natural 
é: como podemos controlá-lo? Não podemos eliminar o erro completamente, pois a interpolação é uma 
aproximação, mas podemos gerenciá-lo de forma inteligente para garantir que nossas aproximações sejam 
suficientemente precisas para nossos propósitos. É como um navegador que, sabendo que haverá ventos e 
correntes, ajusta sua rota para chegar ao destino com a menor margem de desvio possível.

01

Escolha Cuidadosa dos 
Pontos
Uma das estratégias mais eficazes 
é a escolha cuidadosa dos pontos 
de interpolação. Como vimos, os 
pontos de Chebyshev são uma 
excelente alternativa aos pontos 
uniformemente espaçados, 
especialmente para polinômios de 
alto grau, pois ajudam a mitigar o 
Fenômeno de Runge.

02

Interpolação por Splines
Outra abordagem é dividir o 
intervalo de interesse em 
subintervalos menores e usar 
polinômios de baixo grau em cada 
subintervalo. Essa técnica, 
conhecida como interpolação por 
splines, evita as oscilações de 
polinômios de alto grau e oferece 
uma flexibilidade maior.

03

Análise da Função
A análise da função que está 
sendo interpolada é crucial. Se a 
função tem derivadas de alta 
ordem muito grandes (ou seja, é 
muito "ondulada"), o erro de 
interpolação será naturalmente 
maior. Nesses casos, pode ser 
mais prudente usar um método de 
aproximação diferente ou coletar 
mais dados em regiões críticas.

A combinação dessas estratégias — escolha inteligente dos pontos, uso de técnicas como splines e análise 
da função subjacente — nos permite construir modelos de interpolação mais robustos e confiáveis.



A Importância da Derivada de Ordem 
Superior no Erro
Retomando a fórmula do erro de truncamento, um componente chave é a -ésima derivada da função 
original, . Este termo é fundamental porque ele nos diz o quão "bem-comportada" ou "suave" é a 
função que estamos tentando aproximar. Se a função tem derivadas de alta ordem muito grandes, significa 
que ela oscila muito ou muda de curvatura rapidamente. Nesses casos, mesmo um polinômio de alto grau terá 
dificuldade em capturá-la com precisão.
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Analogia: Pense em uma estrada. Se a estrada é reta e plana (derivadas de alta ordem pequenas), é fácil 
modelar seu percurso com uma linha simples. Mas se a estrada é cheia de curvas fechadas, subidas e 
descidas íngremes (derivadas de alta ordem grandes), você precisará de um modelo muito mais complexo 
para descrever seu traçado com fidelidade. O valor da derivada de ordem superior atua como um "medidor 
de complexidade" da função.

Implicação Prática
Em aplicações práticas, se você está interpolando dados que vêm de um processo físico com variações 
abruptas ou ruído significativo, a -ésima derivada pode ser muito grande. Isso significa que o erro 
de interpolação será inerentemente maior, independentemente do grau do polinômio ou da distribuição 
dos pontos. Nesses cenários, é importante reconhecer que a interpolação polinomial pode não ser a 
melhor ferramenta, e outras técnicas, como suavização de dados ou interpolação por splines, podem ser 
mais apropriadas.

(n + 1)



Conectando Teoria e Prática: Escolhas de 
Projeto
A teoria por trás da análise do erro na interpolação polinomial não é apenas um exercício acadêmico; ela tem 
implicações diretas nas escolhas de projeto que fazemos em diversas áreas. Seja você um engenheiro 
projetando um perfil aerodinâmico, um cientista de dados construindo um modelo preditivo ou um analista 
financeiro estimando curvas de juros, a decisão sobre qual método de interpolação usar e como configurá-lo 
impactará a qualidade e a confiabilidade dos seus resultados.

Engenharia
A precisão na interpolação de 
dados de sensores pode ser 
crucial para a segurança de 
uma estrutura. Um erro 
subestimado pode levar a 
falhas catastróficas.

Finanças
A interpolação de dados de 
mercado para construir curvas 
de rendimento é fundamental 
para precificar derivativos; um 
erro significativo pode resultar 
em perdas financeiras.

Decisões Informadas
A compreensão do erro nos 
permite justificar a escolha de 
um método, como o uso de 
splines cúbicas em vez de um 
polinômio de alto grau, ou a 
necessidade de coletar mais 
dados em pontos específicos.

A capacidade de analisar e quantificar o erro é uma habilidade valiosa que transcende a matemática pura. Ela 
capacita você a tomar decisões informadas, a defender suas escolhas metodológicas e a construir modelos 
mais robustos e confiáveis. Em um mundo cada vez mais dependente de dados e modelos, ser capaz de 
avaliar a incerteza e a precisão das suas aproximações é um diferencial competitivo e uma responsabilidade 
profissional.



O Papel da Visualização e Ferramentas 
Computacionais
No contexto atual, a visualização e o uso de ferramentas computacionais são indispensáveis para a análise do 
erro na interpolação. Não basta apenas entender a fórmula; é preciso ver o erro em ação. Ferramentas como 
Python (com bibliotecas como NumPy e SciPy) ou MATLAB permitem que você implemente rapidamente 
diferentes métodos de interpolação, visualize os polinômios resultantes e, crucialmente, plote o erro em 
relação à função original.

Benefícios da Visualização

Ao visualizar o erro, você pode identificar rapidamente as 
regiões onde a aproximação é menos precisa, observar o 
impacto do Fenômeno de Runge em tempo real e comparar a 
eficácia de diferentes distribuições de pontos (uniformes vs. 
Chebyshev). Essa abordagem prática reforça a compreensão 
teórica e desenvolve uma intuição valiosa sobre o 
comportamento dos métodos numéricos. É como ter um 
laboratório virtual onde você pode experimentar e aprender 
com os resultados.

Exemplo Prático

Você pode escrever um pequeno script 
para interpolar uma função como 

 (a função de Runge) com 
diferentes graus de polinômio e 
distribuições de pontos, e então plotar 

 para ver o erro. Essa 
experiência prática solidifica o 
conhecimento e prepara você para 
aplicar esses conceitos em problemas 
reais, onde a capacidade de 
diagnosticar e mitigar erros é 
fundamental.

f(x) = ​1+25x2
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Síntese e Aplicações Práticas
Nesta aula, mergulhamos fundo na análise do erro na interpolação polinomial, um tópico fundamental para 
qualquer um que trabalhe com modelagem e aproximação de dados. Vimos que o erro de truncamento é uma 
parte inerente do processo de aproximação e que sua magnitude é influenciada por fatores como o grau do 
polinômio, a distribuição dos pontos de interpolação e a suavidade da função original. A compreensão desses 
elementos nos permite fazer escolhas mais inteligentes e robustas em nossos projetos.

Em Prática

Ao interpolar dados, sempre considere o grau do polinômio em relação à complexidade da 
função.

Evite polinômios de alta ordem com pontos uniformemente espaçados para mitigar o Fenômeno 
de Runge.

Priorize pontos de Chebyshev para uma distribuição de erro mais uniforme.

Lembre-se de que a visualização do erro com ferramentas computacionais é sua melhor aliada 
para validar a qualidade da sua aproximação.



Autoavaliação

1

Qual é a principal causa 
do erro de truncamento 
na interpolação 
polinomial?

Erros de arredondamento 
nos cálculos 
computacionais.

1.

A substituição de uma 
função exata por uma 
aproximação polinomial.

2.

A má escolha da 
linguagem de 
programação utilizada.

3.

A falta de dados 
suficientes para a 
interpolação.

4.

2

Em relação ao grau do 
polinômio interpolador, 
qual afirmação é 
correta?

Polinômios de alto grau 
sempre resultam em 
menor erro de 
interpolação.

1.

Polinômios de baixo grau 
são sempre mais precisos 
que os de alto grau.

2.

Aumentar o grau do 
polinômio pode levar a 
oscilações excessivas e 
aumento do erro nas 
extremidades.

3.

O grau do polinômio não 
tem impacto significativo 
no erro.

4.

3

Qual a principal 
vantagem de utilizar 
pontos de Chebyshev 
em vez de pontos 
uniformemente 
espaçados para a 
interpolação 
polinomial?

Reduz o custo 
computacional da 
interpolação.

1.

Elimina completamente o 
erro de truncamento.

2.

Ajuda a distribuir o erro de 
forma mais uniforme e 
mitigar o Fenômeno de 
Runge.

3.

Permite o uso de 
polinômios de grau 
arbitrariamente alto sem 
problemas.

4.

4

O Fenômeno de Runge é 
caracterizado por:

Uma redução significativa do erro de 
interpolação em todo o intervalo.

1.

Oscilações selvagens e crescentes do 
polinômio interpolador nas extremidades do 
intervalo.

2.

A incapacidade de um polinômio de alto grau 
passar por todos os pontos de dados.

3.

Erros de arredondamento que se acumulam 
em interpolações de baixo grau.

4.

5

Questão Dissertativa
Explique como a -ésima derivada da 
função original influencia a magnitude do erro de 
truncamento na interpolação polinomial e qual a 
implicação prática disso.

(n + 1)

Gabarito

b)1.

c)2.

c)3.

b)4.



Próxima Aula

Aula 17 – Fenômeno de Runge e Interpolação por Splines
Aprofundaremos o estudo do Fenômeno de Runge e exploraremos soluções mais robustas, como a 
interpolação por splines, que oferecem maior estabilidade e controle sobre o erro.

Recursos Adicionais
Livros de Análise 
Numérica
Para aprofundar os conceitos 
teóricos e ver mais exemplos.

Documentação 
SciPy/NumPy (Python)
Para explorar implementações 
práticas de interpolação e 
análise de erro.

Tutoriais de MATLAB 
para Métodos 
Numéricos
Para aplicar os conceitos em 
um ambiente de computação 
técnica.

NOTA IMPORTANTE: As informações regulatórias/legais/técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes oficiais 
para verificar alterações.


