
Aula 14 – Elementos Finitos para Problemas 
Bidimensionais (Parte 2): Formulação e Integração
Bem-vindo à segunda parte da nossa jornada pelos Elementos Finitos aplicados a problemas bidimensionais. 
Na aula anterior, exploramos os fundamentos do Método dos Elementos Finitos (MEF) e como ele nos permite 
transformar problemas complexos de engenharia em um conjunto de equações mais gerenciáveis. 
Entendemos a discretização, a escolha dos elementos e a importância das funções de forma para interpolar 
os deslocamentos dentro de cada elemento.

Agora, vamos aprofundar a formulação, desvendando como as propriedades do material e a geometria do 
elemento se unem para construir a "espinha dorsal" da análise: a matriz de rigidez. Compreender esses 
passos é crucial, pois eles são o coração de qualquer software de análise estrutural que você utiliza no dia a 
dia, desde os mais simples como o Ftool até os mais robustos como SAP2000, ETABS e ANSYS. Ao final desta 
aula, você não apenas saberá o que são a Matriz B e a Matriz D, mas entenderá profundamente como a 
formulação isoparamétrica e a integração numérica de Gauss-Legendre são ferramentas poderosas para 
modelar estruturas complexas com precisão.

Nosso objetivo é que, ao concluir esta aula, você seja capaz de: compreender a relação entre deformações e 
deslocamentos em um elemento finito bidimensional, identificar a importância da matriz constitutiva (Matriz D) 
na representação do comportamento do material, e aplicar os conceitos de formulação isoparamétrica e 
integração numérica de Gauss-Legendre para a construção da matriz de rigidez do elemento. Prepare-se 
para conectar a teoria à prática, desmistificando os algoritmos que rodam por trás das interfaces gráficas que 
tanto usamos.



Fundamentos

A Dança entre 
Deslocamento e 
Deformação: A Matriz B
Imagine que você está observando uma ponte sob carga. O 
que realmente acontece com ela? As cargas externas causam 
deslocamentos nos nós da estrutura, mas o que nos interessa 
para avaliar a segurança e o comportamento do material são 
as deformações internas. Como um elemento se estica, 
comprime ou distorce? Essa é a ponte entre o que vemos 
(deslocamento) e o que sentimos (deformação), e no MEF, 
essa ponte é construída pela Matriz B.

A Matriz B, ou Matriz de Relação Deformação-Deslocamento, 
é um componente fundamental na formulação do elemento 
finito. Ela traduz os deslocamentos nodais de um elemento 
para as deformações que ocorrem em qualquer ponto dentro 
desse elemento. Pense nela como um "tradutor" universal: 
você informa os movimentos das extremidades de um objeto, 
e ela te diz como o material interno está se deformando em 
resposta a esses movimentos. Sem essa matriz, seria 
impossível calcular as tensões e, consequentemente, verificar 
se o material está resistindo adequadamente.

Para entender a Matriz B, vamos recordar que as deformações 
em um ponto são derivadas dos deslocamentos. Em 
problemas bidimensionais, temos deformações normais nas 
direções x e y ( ) e uma deformação por cisalhamento (
). Cada uma dessas deformações pode ser expressa em 
termos das derivadas dos deslocamentos  (na direção x) e  
(na direção y). Como os deslocamentos dentro do elemento 
são interpolados pelas funções de forma e pelos 
deslocamentos nodais, a Matriz B é, na verdade, uma matriz 
de derivadas das funções de forma.
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Consideremos um elemento triangular ou quadrilátero. Cada 
nó possui dois graus de liberdade (deslocamentos u e v). As 
funções de forma, que descrevem como os deslocamentos 
variam dentro do elemento, são a base para construir a Matriz 
B. Ao derivar essas funções de forma em relação às 
coordenadas espaciais (x e y), obtemos os termos que 
compõem a Matriz B. Essa matriz é o elo que conecta os 
deslocamentos nodais (que são as incógnitas do problema 
global) às deformações contínuas dentro do elemento, 
permitindo-nos, em seguida, calcular as tensões.



Propriedades do Material

A Personalidade do Material: A Matriz D
Depois de entender como os deslocamentos se transformam 
em deformações, a próxima pergunta natural é: como o material 
reage a essas deformações? É aqui que entra a Matriz D, a 
Matriz Constitutiva ou Matriz de Elasticidade. Ela é a 
"personalidade" do material, ditando como as tensões se 
desenvolvem em resposta às deformações. Um aço se 
comporta de forma muito diferente de um concreto ou de uma 
borracha sob a mesma deformação, e a Matriz D encapsula 
essa diferença.

A Matriz D estabelece a relação entre tensões e deformações, 
seguindo a Lei de Hooke generalizada. Para materiais elásticos 
e isotrópicos (aqueles cujas propriedades são as mesmas em 
todas as direções), essa matriz contém as propriedades 
fundamentais do material, como o Módulo de Elasticidade (E) e 
o Coeficiente de Poisson ( ). Em problemas bidimensionais, 
precisamos considerar dois estados de tensão principais: o 
estado de Tensão Plana e o estado de Deformação Plana.

ν

No estado de Tensão Plana, que é comum em placas finas onde 
as tensões na direção da espessura são desprezíveis (como 
uma chapa metálica), a Matriz D é formulada de uma maneira 
específica. Já no estado de Deformação Plana, típico de 
estruturas espessas onde o deslocamento na direção da 
espessura é restrito (como uma barragem ou um muro de 
arrimo), a formulação da Matriz D é ligeiramente diferente, 
refletindo essa restrição. É crucial escolher a formulação 
correta da Matriz D, pois ela impactará diretamente os 
resultados de tensão e deformação.

Imagine a Matriz D como um "manual de instruções" do material. Se você tem um manual para um pedaço de 
borracha, ele dirá que, para uma pequena deformação, a tensão resultante será baixa. Se você tem um 
manual para um pedaço de aço, ele dirá que para a mesma deformação, a tensão será muito maior. Essa 
matriz é o que permite ao MEF simular o comportamento de diferentes materiais, desde os mais rígidos até os 
mais flexíveis, garantindo que a resposta estrutural seja fiel à realidade física do componente.

Estados de Tensão em Problemas 2D

Conceito Âmbito/Aplicação Base/Origem Exemplo

Tensão Plana Placas finas, lajes, 
chapas metálicas

Tensões na direção 
da espessura são 
nulas

Análise de uma 
chapa de aço fina 
sob tração

Deformação Plana Estruturas espessas, 
barragens, muros de 
arrimo

Deformações na 
direção da 
espessura são nulas

Análise de uma 
seção transversal de 
uma barragem



Geometrias Complexas

Desvendando 
Geometrias Complexas: 
A Formulação 
Isoparamétrica
Até agora, falamos sobre elementos finitos de forma genérica. 
Mas e se o nosso elemento não for um quadrado perfeito ou 
um triângulo equilátero? E se ele tiver bordas curvas ou uma 
geometria irregular? É aqui que a formulação isoparamétrica 
se torna uma ferramenta indispensável. Ela nos permite lidar 
com geometrias complexas de forma elegante e eficiente, 
sem a necessidade de usar elementos muito pequenos para 
aproximar curvas.

A ideia central da formulação isoparamétrica é usar as 
mesmas funções de forma que interpolam os deslocamentos 
dentro do elemento para também interpolar as coordenadas 
geométricas do elemento. Em outras palavras, se as funções 
de forma nos dizem como os deslocamentos variam de um nó 
para outro, elas também podem nos dizer como a geometria 
do elemento varia de um nó para outro. Isso significa que 
podemos mapear um elemento de geometria complexa no 
espaço global (x, y) para um elemento "padrão" ou "pai" de 
geometria simples (geralmente um quadrado ou um cubo) no 
espaço de coordenadas naturais ( ).ξ, η

Este mapeamento é uma verdadeira "mágica" matemática. Ao 
invés de trabalhar com as coordenadas globais (x, y) que 
podem ser complicadas, transformamos o problema para um 
sistema de coordenadas naturais ( ), que variam de -1 a 1. 
Neste espaço natural, as funções de forma são muito mais 
simples de derivar e manipular. A grande vantagem é que 
podemos representar elementos com lados curvos, por 
exemplo, usando funções de forma de ordem superior 
(elementos quadráticos), que capturam melhor a curvatura da 
geometria real.

ξ, η

A chave para essa transformação é o Jacobiano. O Jacobiano 
é uma matriz que relaciona as derivadas das funções de 
forma em relação às coordenadas naturais com as derivadas 
em relação às coordenadas globais. Ele atua como um "fator 
de escala" e de "rotação" entre os dois sistemas de 
coordenadas. Calcular o Jacobiano é essencial para converter 
as derivadas necessárias para a Matriz B do espaço natural 
para o espaço global, permitindo que a formulação 
isoparamétrica seja aplicada com sucesso em qualquer 
geometria de elemento.



Integração Numérica

A Precisão da Amostragem: Integração 
Numérica de Gauss-Legendre
Com a formulação isoparamétrica, conseguimos lidar com geometrias complexas e expressar as relações de 
deformação-deslocamento e tensão-deformação. No entanto, para construir a matriz de rigidez de um 
elemento, precisamos integrar uma expressão que envolve o produto das matrizes B e D, e o Jacobiano, sobre 
o volume do elemento. Para elementos com geometrias irregulares ou funções de forma de ordem superior, 
essa integração analítica pode ser extremamente difícil ou até impossível. É aqui que a integração numérica, e 
em particular o método de Gauss-Legendre, entra em cena.

Pontos de Integração
Seleção estratégica de pontos 
representativos dentro do 
elemento para avaliar o 
integrando

Pesos de Gauss
Fatores de ponderação 
otimizados que multiplicam os 
valores calculados em cada 
ponto

Aproximação Precisa
Soma ponderada que fornece 
resultado altamente preciso 
com poucos pontos de 
avaliação

A integração numérica é uma técnica que nos permite aproximar o valor de uma integral calculando a função 
em pontos específicos (chamados pontos de integração ou pontos de Gauss) e somando esses valores 
ponderados por fatores específicos (pesos de Gauss). Pense nisso como uma pesquisa de opinião: em vez de 
perguntar a todos, você seleciona cuidadosamente alguns indivíduos representativos e pondera suas 
respostas para obter uma estimativa precisa da opinião geral.

O método de Gauss-Legendre é particularmente 
eficiente porque escolhe os pontos de integração e 
seus respectivos pesos de forma otimizada, de 
modo a obter a maior precisão possível com o 
menor número de pontos. Para um elemento 
bidimensional, isso significa selecionar pontos de 
Gauss dentro do elemento "pai" no espaço de 
coordenadas naturais. Por exemplo, para integrar 
polinômios de até terceiro grau com precisão, dois 
pontos de Gauss em cada direção (total de 2x2=4 
pontos) são suficientes.

A aplicação prática disso é que, em vez de resolver integrais complexas, os softwares de MEF avaliam a 
Matriz B, a Matriz D e o Jacobiano em cada ponto de Gauss, multiplicam esses valores e somam-nos, 
ponderando pelos pesos de Gauss. Esse processo é repetido para cada elemento, e o resultado é uma 
aproximação altamente precisa da matriz de rigidez do elemento. A escolha do número de pontos de Gauss é 
um balanço entre precisão e custo computacional, mas para a maioria dos problemas de engenharia, um 
número pequeno de pontos já oferece resultados excelentes.



Montagem da Matriz

Construindo a Matriz de Rigidez do 
Elemento: O Pacote Completo
Agora que temos todas as peças do quebra-cabeça – a relação deformação-deslocamento (Matriz B), a 
relação tensão-deformação (Matriz D) e a capacidade de lidar com geometrias complexas via formulação 
isoparamétrica e integração numérica (Gauss-Legendre) –, podemos finalmente montar a matriz de rigidez de 
um elemento finito. Esta matriz, denotada por , é a representação matemática da rigidez de um único 
elemento, e é a partir dela que a matriz de rigidez global da estrutura será montada.

[k]

A matriz de rigidez do elemento é calculada pela integral do produto da transposta da Matriz B, a Matriz D, e a 
Matriz B, sobre o volume do elemento. Matematicamente, isso é expresso como: . No 
contexto da formulação isoparamétrica e da integração numérica, essa integral é aproximada pela soma 
ponderada dos produtos  avaliados em cada ponto de Gauss, multiplicados pelo determinante do 
Jacobiano (que transforma o volume do espaço natural para o global) e pelos pesos de Gauss.

[k] = ​[B] [D][B]dV∫
V

T
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Este processo é o coração da análise de elementos finitos. Cada elemento da sua estrutura, seja uma 
viga, uma laje ou uma parede, terá sua própria matriz de rigidez calculada dessa forma. A beleza do MEF 
reside em sua modularidade: uma vez que a matriz de rigidez de um elemento é determinada, ela pode ser 
"montada" na matriz de rigidez global da estrutura, seguindo a topologia da malha.

A compreensão desse processo é o que diferencia um usuário de software de um engenheiro que realmente 
entende o que está acontecendo "por baixo do capô". Saber como  é formada permite que você interprete 
os resultados com mais confiança, identifique possíveis erros de modelagem e até mesmo desenvolva seus 
próprios elementos finitos para problemas específicos. É a base para a validação de modelos e a 
interpretação crítica dos resultados que os softwares de análise estrutural nos fornecem.

[k]



Validação e Interpretação

A Importância da Validação e 
Interpretação
Com a capacidade de formular a matriz de rigidez de um elemento, estamos um passo mais perto de realizar 
análises estruturais complexas. No entanto, a precisão e a confiabilidade dos resultados dependem não 
apenas da correta aplicação das fórmulas, mas também de uma modelagem computacional cuidadosa e de 
uma interpretação crítica dos resultados. A formulação que acabamos de explorar é a base, mas a arte da 
engenharia reside em saber usá-la bem.

Comparação com Soluções 
Analíticas
Para casos simples, verifique se os resultados 
do MEF coincidem com soluções conhecidas da 
teoria clássica

Validação Experimental
Compare os resultados numéricos com dados 
de ensaios físicos quando disponíveis

Análise de Sensibilidade
Teste como variações nos parâmetros de 
entrada afetam os resultados finais

Verificação de Convergência
Refine a malha progressivamente e observe se 
os resultados estabilizam

A validação de modelos é um tema central na engenharia moderna. Não basta apenas obter um resultado do 
software; é preciso questionar se esse resultado faz sentido físico. Isso envolve comparar os resultados do 
MEF com soluções analíticas (para casos simples), dados experimentais ou até mesmo com a experiência de 
engenheiros mais experientes. A escolha do tipo de elemento, a densidade da malha, as condições de 
contorno e as propriedades do material são decisões que impactam diretamente a precisão do modelo.

Por exemplo, um erro comum é aplicar um modelo de Tensão Plana a uma estrutura que deveria ser analisada 
sob Deformação Plana, ou vice-versa. Outro é usar um número insuficiente de pontos de Gauss, o que pode 
levar a uma subestimação da rigidez do elemento e, consequentemente, a resultados imprecisos. A 
compreensão da formulação por trás do MEF nos capacita a tomar decisões mais informadas sobre essas 
escolhas e a identificar as fontes de possíveis erros.

A interpretação de resultados, por sua vez, vai além de simplesmente ler os números de tensões e 
deslocamentos. Envolve entender os padrões de deformação, identificar concentrações de tensão, prever 
modos de falha e otimizar o projeto. Um engenheiro que compreende a Matriz B, a Matriz D, o Jacobiano e a 
integração de Gauss-Legendre tem uma vantagem significativa na hora de extrair informações valiosas de 
uma análise de elementos finitos, transformando dados brutos em decisões de projeto robustas e seguras.



Aplicação Prática

Elementos Finitos na Prática: Conectando 
a Teoria ao Software
Você já se perguntou como os softwares de análise estrutural como SAP2000, ETABS ou ANSYS conseguem 
simular o comportamento de estruturas tão complexas? A resposta está exatamente nos conceitos que 
exploramos nesta aula. Cada vez que você define um material, desenha uma geometria ou aplica uma carga, 
o software está, nos bastidores, aplicando a Matriz D, construindo a Matriz B, realizando o mapeamento 
isoparamétrico e executando a integração numérica.

Quando você seleciona um tipo de elemento – seja um elemento de casca para uma laje, um elemento de 
placa para uma parede ou um elemento sólido para um bloco de fundação – o software está escolhendo as 
funções de forma apropriadas e, consequentemente, as formulações de Matriz B e Jacobiano mais 
adequadas para aquele tipo de elemento. A malha que você gera não é apenas uma representação visual; ela 
define os limites de cada elemento onde todas essas operações matemáticas serão realizadas.

A capacidade de entender esses processos internos é o que transforma um "operador" de software em um 
"analista estrutural" competente. Por exemplo, se você está analisando uma estrutura de concreto e percebe 
que os resultados de tensão estão muito altos, sua compreensão da Matriz D (que representa as propriedades 
do concreto) pode levá-lo a questionar se os parâmetros do material foram inseridos corretamente. Ou, se a 
malha em uma região de concentração de tensão é muito grosseira, você saberá que a precisão da integração 
numérica pode estar comprometida.

Essa conexão entre a teoria e a prática é o que torna o estudo do MEF tão recompensador. Não se trata 
apenas de memorizar fórmulas, mas de desenvolver uma intuição sobre como as propriedades físicas e 
geométricas da estrutura são traduzidas para o mundo computacional. É essa intuição que permite a você 
validar modelos, otimizar projetos e, em última instância, construir estruturas mais seguras e eficientes, 
utilizando as ferramentas computacionais como verdadeiras extensões do seu conhecimento de engenharia.



Ordem dos Elementos

A Importância da Ordem dos Elementos e 
Funções de Forma

Elementos Lineares
Funções de forma lineares (primeiro grau)

Geometria com lados retos

Mais simples computacionalmente

Requerem malha mais refinada

Adequados para gradientes suaves

Elementos Quadráticos
Funções de forma parabólicas (segundo grau)

Podem representar bordas curvas

Capturam melhor variações de tensão

Menos elementos para mesma precisão

Ideais para concentrações de tensão

A escolha da ordem dos elementos finitos, ou seja, se usamos elementos lineares, quadráticos ou de ordem 
superior, tem um impacto direto na complexidade das funções de forma e, consequentemente, na Matriz B e 
na precisão da integração numérica. Elementos lineares (com funções de forma lineares) são mais simples, 
mas podem exigir uma malha muito mais refinada para capturar gradientes de tensão acentuados ou 
geometrias curvas.

Por outro lado, elementos quadráticos (com funções de forma parabólicas) ou de ordem superior podem 
modelar melhor a curvatura da geometria e a variação de tensões e deformações dentro do elemento com 
menos elementos. Isso ocorre porque suas funções de forma são capazes de representar variações mais 
complexas. No entanto, a Matriz B para esses elementos é mais complexa, e a integração numérica requer 
mais pontos de Gauss para manter a precisão.

Decisão Estratégica: A decisão sobre qual ordem de elemento usar é um compromisso entre 
precisão, custo computacional e tempo de análise. Para problemas onde os gradientes de tensão são 
suaves e a geometria é predominantemente reta, elementos lineares podem ser suficientes. Mas 
para regiões com concentrações de tensão, aberturas ou geometrias curvas, elementos de ordem 
superior são geralmente mais eficientes.

A formulação isoparamétrica é particularmente vantajosa com elementos de ordem superior, pois permite que 
as bordas do elemento se curvem para se ajustar melhor à geometria real da estrutura. Isso é crucial para 
modelar, por exemplo, furos em placas ou cantos arredondados, onde a precisão da geometria é vital para a 
análise de tensões. Compreender essa relação entre a ordem do elemento, as funções de forma e a 
formulação isoparamétrica é fundamental para uma modelagem eficiente e precisa.



O Jacobiano

O Papel do Jacobiano na Transformação 
de Coordenadas
Retomando o Jacobiano, sua função vai muito além de um simples fator de escala. Ele é a ponte que permite 
que todas as operações matemáticas, que são mais fáceis de realizar no sistema de coordenadas naturais (

), sejam traduzidas de volta para o sistema de coordenadas globais (x, y) onde a física real acontece. Sem 
o Jacobiano, a formulação isoparamétrica seria impraticável.
ξ, η

Transformação de 
Coordenadas
Relaciona derivadas entre 
sistemas natural e global

Fator de Escala
Converte volumes/áreas entre 
espaços de coordenadas

Validação de Malha
Detecta elementos distorcidos 
ou invertidos

O determinante do Jacobiano, em particular, é crucial para a integração numérica. Ele representa a relação 
entre um pequeno "volume" (ou área, em 2D) no espaço natural e o correspondente "volume" no espaço 
global. Quando realizamos a integração numérica, precisamos multiplicar o integrando pelo determinante do 
Jacobiano para garantir que estamos somando as contribuições de área (ou volume) corretas. Se o 
determinante do Jacobiano for zero ou negativo, isso indica um elemento distorcido ou invertido, um erro 
grave de malha que precisa ser corrigido.

A matriz Jacobiana também é utilizada para calcular as derivadas das funções de forma em relação às 
coordenadas globais. Lembre-se que a Matriz B requer essas derivadas. Como as funções de forma são 
expressas em termos de  e , precisamos usar a regra da cadeia para converter as derivadas de  e 

 para  e . A matriz Jacobiana é a ferramenta que realiza essa conversão de forma 
eficiente.

ξ η ∂N ​/∂ξi

∂N ​/∂ηi ∂N ​/∂xi ∂N ​/∂yi

Em resumo, o Jacobiano é o "tradutor" que garante a consistência entre os dois sistemas de coordenadas. Ele 
assegura que a geometria do elemento seja corretamente representada, que as derivadas sejam calculadas 
no sistema de coordenadas correto e que a integração numérica reflita a área (ou volume) real do elemento 
no espaço físico. Uma compreensão sólida do Jacobiano é, portanto, indispensável para quem deseja 
dominar a teoria por trás do MEF.



Otimização

Otimização e Eficiência da Integração de 
Gauss-Legendre
A escolha do número de pontos de Gauss na integração numérica não é arbitrária; ela é uma decisão 
estratégica que afeta diretamente a precisão e a eficiência computacional. O método de Gauss-Legendre é 
conhecido por sua capacidade de integrar polinômios de grau  com  pontos de integração. Isso 
significa que, com apenas um ponto de Gauss (n=1), podemos integrar polinômios de grau 1 (funções 
lineares) exatamente. Com dois pontos (n=2), podemos integrar polinômios de grau 3 exatamente, e assim 
por diante.

2n− 1 n

1

Ponto de Gauss
Integra polinômios de grau 1 

exatamente

2

Pontos de Gauss
Integra polinômios de grau 3 

exatamente

3

Pontos de Gauss
Integra polinômios de grau 5 

exatamente

Para a maioria dos elementos finitos, a expressão que precisamos integrar para formar a matriz de rigidez 
 é um polinômio. Se usarmos funções de forma lineares, o integrando será um polinômio de grau 2. 

Para integrar isso exatamente, precisaríamos de 2 pontos de Gauss. No entanto, muitas vezes, 1 ponto de 
Gauss é usado para elementos lineares, o que é chamado de "integração reduzida". Isso pode introduzir 
algumas imprecisões, mas reduz significativamente o custo computacional e, em alguns casos, pode até 
melhorar o desempenho do elemento (evitando o travamento por cisalhamento, por exemplo).

[B] [D][B]T

Para elementos quadráticos, o integrando é um polinômio de grau 4. Para integrá-lo exatamente, 
precisaríamos de 3 pontos de Gauss em cada direção (total de 3x3=9 pontos). No entanto, 2x2=4 pontos 
de Gauss são frequentemente usados, o que é uma integração "sub-ótima" mas ainda muito precisa e 
mais eficiente.

A escolha da integração reduzida ou completa é um tópico avançado no MEF e depende do tipo de elemento 
e do problema em questão. A eficiência da integração de Gauss-Legendre é uma das razões pelas quais o 
MEF é tão poderoso. Ele permite que cálculos complexos sejam realizados de forma rápida e precisa, 
tornando viável a análise de grandes estruturas com milhões de graus de liberdade. Compreender como essa 
otimização funciona nos ajuda a apreciar a sofisticação por trás dos softwares de análise e a tomar decisões 
mais inteligentes sobre as configurações de malha e integração.



Desafios

Desafios e Considerações na Formulação
Embora a formulação que vimos seja robusta, existem desafios e considerações importantes na sua aplicação 
prática. Um deles é o fenômeno do "travamento" (locking), que pode ocorrer em elementos finitos, 
especialmente em elementos de ordem inferior. O travamento por cisalhamento, por exemplo, acontece 
quando elementos finitos são muito rígidos em flexão, subestimando os deslocamentos e superestimando as 
tensões, especialmente em estruturas finas.

Travamento (Locking)
Elementos muito rígidos que 
subestimam deslocamentos, 
especialmente em flexão de 
estruturas finas

Distorção de Elementos
Elementos excessivamente 
alongados ou angulares 
comprometem a precisão da 
Matriz B e do Jacobiano

Escolha do Tipo de 
Elemento
Triangulares vs. quadriláteros: 
facilidade de malha vs. 
precisão e desempenho

Outro desafio é a distorção do elemento. Embora a formulação isoparamétrica permita elementos com 
geometrias irregulares, elementos excessivamente distorcidos (muito alongados, muito angulares) podem 
levar a resultados imprecisos. Isso ocorre porque as funções de forma e o Jacobiano podem não representar 
adequadamente a transformação nessas condições extremas, comprometendo a precisão da Matriz B e da 
integração numérica.

A escolha do tipo de elemento (triangular, quadrilátero, com ou sem nós intermediários) também influencia a 
formulação. Elementos triangulares são mais fáceis de malhar em geometrias complexas, mas geralmente são 
mais rígidos e menos precisos que os quadriláteros para o mesmo número de nós. Elementos quadriláteros, 
por sua vez, oferecem melhor desempenho, mas podem ser mais difíceis de encaixar em geometrias muito 
irregulares.

A Arte da Modelagem: Essas considerações destacam a importância de não apenas entender a 
matemática, mas também a "arte" da modelagem por elementos finitos. Um bom engenheiro de MEF 
sabe que a teoria é a base, mas a experiência e a validação são cruciais para garantir que os 
modelos computacionais representem fielmente o comportamento da estrutura real. A formulação 
que aprendemos é a ferramenta, mas a habilidade de usá-la com sabedoria é o que define um 
especialista.



Futuro do MEF

Tendências Atuais e o 
Futuro da Formulação
O campo do Método dos Elementos Finitos está em constante 
evolução, e a formulação que estudamos aqui é a base para muitas 
das tendências atuais. Uma área de pesquisa ativa é o 
desenvolvimento de elementos finitos mais robustos e eficientes, que 
minimizem problemas como o travamento e a sensibilidade à 
distorção. Isso inclui elementos com formulações avançadas, como 
os elementos de "stress-strain based" ou "mixed formulations".

Outra tendência é a integração do MEF com outras metodologias, 
como o Método dos Elementos de Contorno (MEC) ou métodos sem 
malha (meshless methods), para resolver problemas que o MEF 
tradicional pode ter dificuldades, como problemas com 
descontinuidades ou grandes deformações. A formulação 
isoparamétrica continua sendo um pilar, mas novas abordagens para 
as funções de forma e a integração numérica estão sendo 
exploradas para melhorar a precisão e a eficiência.

A crescente demanda por simulações multifísicas (acoplamento de 
fenômenos térmicos, fluidos, elétricos com a mecânica estrutural) 
também impulsiona o desenvolvimento de formulações de elementos 
finitos mais versáteis. A Matriz D, por exemplo, pode ser estendida 
para incluir efeitos termomecânicos, e a Matriz B pode ser adaptada 
para acoplar campos de deslocamento com campos de temperatura 
ou pressão.

Para o engenheiro civil, isso significa que a base teórica que você 
está adquirindo hoje será fundamental para entender e aplicar as 
inovações que surgirão amanhã. A capacidade de compreender a 
formulação por trás do software não é apenas uma curiosidade 
acadêmica; é uma habilidade prática que o manterá relevante e 
competitivo em um mercado de trabalho que exige cada vez mais 
proficiência em ferramentas computacionais avançadas.



Síntese

Síntese e Aplicação Prática
Nesta aula, desvendamos os componentes essenciais para a formulação da matriz de rigidez de um elemento 
finito bidimensional. Começamos com a Matriz B, que traduz os deslocamentos nodais em deformações 
internas, agindo como um "tradutor" entre o movimento e a resposta interna do material. Em seguida, 
exploramos a Matriz D, a "personalidade" do material, que relaciona as deformações às tensões, 
considerando as particularidades de Tensão Plana e Deformação Plana.

Avançamos para a formulação isoparamétrica, uma ferramenta poderosa que nos permite lidar com 
geometrias complexas, mapeando elementos irregulares para um espaço de coordenadas naturais mais 
simples, com o Jacobiano atuando como o elo de ligação. Finalmente, vimos como a integração numérica de 
Gauss-Legendre nos permite calcular a integral da matriz de rigidez de forma eficiente e precisa, mesmo para 
funções complexas.

Em prática, essa compreensão aprofundada permite que você:

01

Valide modelos
Questione a adequação das 
propriedades de material (Matriz 
D) e a representação da 
deformação (Matriz B) em seus 
softwares.

02

Otimize malhas
Entenda como a distorção do 
elemento e a ordem das funções 
de forma afetam a precisão da 
integração numérica.

03

Interprete resultados
Compreenda as limitações e a 
precisão dos resultados de tensão 
e deformação, evitando 
conclusões equivocadas.

04

Resolva problemas complexos
Aplique os conceitos para modelar geometrias e 
condições de carregamento desafiadoras com 
confiança.

05

Mantenha-se atualizado
Entenda as bases para as novas tendências e 
desenvolvimentos em MEF.



Teste seus conhecimentos

Autoavaliação

1

Qual a principal função da Matriz B no Método dos Elementos Finitos?
a) Relacionar tensões e deformações do material.

b) Transformar coordenadas globais em coordenadas naturais.

c) Traduzir deslocamentos nodais em deformações internas do elemento.

d) Calcular o determinante do Jacobiano.

2

Em qual das seguintes situações a formulação de Tensão Plana para a 
Matriz D seria mais adequada?

a) Análise de uma barragem de concreto.

b) Análise de um muro de arrimo espesso.

c) Análise de uma chapa metálica fina sob carregamento.

d) Análise de um bloco de fundação maciço.

3

O que o Jacobiano representa na formulação isoparamétrica?
a) A matriz de rigidez global da estrutura.

b) A relação entre as derivadas das funções de forma nos sistemas de coordenadas natural e 
global.

c) O número de pontos de Gauss utilizados na integração.

d) A matriz constitutiva do material.

4

Para que serve a integração numérica de Gauss-Legendre no contexto do 
MEF?

a) Para definir as funções de forma de um elemento.

b) Para aproximar o valor da integral da matriz de rigidez do elemento.

c) Para determinar o tipo de material do elemento.

d) Para aplicar as condições de contorno do problema.

5
Questão Dissertativa
Explique a importância da formulação isoparamétrica para a modelagem de geometrias 
complexas em Elementos Finitos.



Respostas

Gabarito

1
Resposta: c)

2
Resposta: c)

3
Resposta: b)

4
Resposta: b)



Continue sua jornada
Próxima Aula

Aula 15 – Aplicações do MEF: Placas, Cascas e 
Modelagem Prática

Na próxima aula, levaremos todo o conhecimento adquirido para o 
mundo real, explorando como os conceitos de elementos finitos são 
aplicados na análise de placas e cascas, e discutiremos as melhores 
práticas para a modelagem computacional.

Recursos Adicionais:
Livros-texto de MEF: Para aprofundar os fundamentos 
matemáticos e derivações.

Tutoriais de softwares (SAP2000, ETABS, ANSYS): Para ver a 
aplicação prática dos conceitos em ferramentas comerciais.

Artigos científicos recentes: Para explorar as tendências e 
pesquisas avançadas em formulações de elementos finitos.

NOTA IMPORTANTE: As informações regulatórias/legais/técnicas desta aula estão atualizadas até 
2025. Consulte sempre fontes oficiais para verificar alterações.


