Aula 13 - Criterios de Convergéencia para
Metodos Iterativos

Ao mergulharmos no universo da Analise Numérica, frequentemente nos deparamos com a necessidade de
resolver sistemas de equacoes lineares complexos, especialmente aqueles que surgem em problemas de
engenharia, fisica ou ciéncia de dados. Para sistemas de grande porte, os métodos diretos, como a
eliminacado de Gauss, podem se tornar computacionalmente proibitivos. E nesse cenario que os métodos
iterativos brilham, oferecendo uma alternativa eficiente ao construir uma sequéncia de aproximacoes que,
idealmente, se aproximam da solugao exata.

Contudo, a beleza dos métodos iterativos vem acompanhada de um desafio crucial: como saber se essa
sequéncia de aproximacodes realmente converge para a solucao desejada? Imagine que vocé esta usando um
sistema de navegacao para chegar a um destino. Se o sistema nao tiver um mecanismo para verificar se cada
passo o leva mais perto do objetivo, vocé pode acabar dando voltas ou se afastando cada vez mais. Da
mesma forma, sem critérios de convergéncia, um metodo iterativo pode divergir, produzindo resultados sem
sentido ou consumindo recursos computacionais infinitos.

Nesta aula, nosso objetivo € desvendar os mecanismos que garantem a confiabilidade dos métodos iterativos.
Vocé sera capaz de identificar e aplicar os principais critérios de convergéncia, como o Critério das Linhas e o
Critério de Sassenfeld, e compreendera a importancia da analise da matriz de iteracao. Ao final, vocé tera as
ferramentas para avaliar a robustez de um método iterativo, garantindo que suas solugées numéricas sejam
nao apenas eficientes, mas também precisas e confidveis, um conhecimento valioso tanto para a academia
quanto para o mercado de trabalho.



A Essencia da Convergeéencia: Por Que Ela
Importa?

Quando aplicamos um método iterativo para resolver um sistema de equacodes, estamos essencialmente
construindo uma sequéncia de vetores @,z £ ... que esperamos que se aproxime da solucao real z.
Pense nisso como afinar um instrumento musical: vocé faz pequenos ajustes sucessivos, e a cada ajuste, o
som deve ficar mais proximo da nota perfeita. Se os ajustes forem feitos de forma errada, o instrumento pode
desafinar ainda mais.

[ A convergéncia é a garantia de que esses "ajustes" estao, de fato, nos levando na direcao certa.
Sem ela, todo o esforco computacional pode ser em vao.

Em aplicagdes praticas, como a simulacao de fluxo de fluidos em um motor ou a precificacao de ativos
financeiros, a ndo convergéncia pode levar a resultados catastréficos, desde falhas de projeto até perdas
financeiras significativas. Por isso, antes mesmo de rodar um algoritmo, precisamos de ferramentas para
prever seu comportamento.

Questao Central Eficiéncia Confiabilidade
O método converge para a A convergéncia ocorre de Podemos prever o
solugao correta? forma rapida? comportamento do algoritmo?

A questao central, entao, nao é apenas "o método funciona?", mas sim "o método converge para a solucao
correta e de forma eficiente?". Os critérios de convergéncia sao essas ferramentas preditivas, que nos
permitem tomar decisdes informadas sobre qual método usar e sob quais condi¢cdes. Eles sdo como um
"check-up" prévio que garante a saude do seu algoritmo.



O Critério das Linhas: Um Olhar Intuitivo
para a Convergeéencia

Para comecar nossa jornada pelos critérios de convergéncia, vamos explorar o Critério das Linhas, uma
ferramenta bastante intuitiva e util para uma primeira avaliacao. Imagine que vocé esta em uma competicao
de cabo de guerra, onde cada jogador representa uma variavel em um sistema de equacoes. Para que o time
"diagonal" venca e puxe a corda para o seu lado, ele precisa ser significativamente mais forte do que a soma
das forcas de todos o0s outros jogadores na mesma linha.

Dominancia Diagonal

Em termos matematicos, o Critério das Linhas nos diz que um método iterativo (como Jacobi ou Gauss-
Seidel) tem uma condigao suficiente para convergir se a matriz do sistema A for diagonalmente dominante.
Isso significa que, para cada linha da matriz, o valor absoluto do elemento na diagonal principal € maior do
que a soma dos valores absolutos de todos os outros elementos daquela mesma linha. E uma condicao que,
se satisfeita, nos da uma boa dose de confianca na convergéncia.

[J Definicao Formal

Para uma matriz A = [a;;], dizemos que ela € diagonalmente dominante se, para cada linha i:

n
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Se essa condicao for verdadeira para todas as linhas, entdo tanto o método de Jacobi quanto o de Gauss-
Seidel convergirdo. E um critério facil de verificar e que oferece uma pista rapida sobre o comportamento do

sistema.

01 02

Identifique a diagonal principal Calcule a soma dos outros elementos
Localize os elementos a,;; da matriz Para cada linha, some |a;;| onde j # ¢

03 04

Compare os valores Conclusao

Verifique se |a;| € maior que a soma calculada Se verdadeiro para todas as linhas, ha convergéncia

garantida



Limitacoes do Critério das Linhas e a
Necessidade de Mais Ferramentas

O Critério das Linhas, embora pratico e facil de aplicar, possui uma caracteristica importante que precisamos
entender: ele é uma condicao suficiente, mas ndo necessaria, para a convergéncia. O que isso significa na
pratica? Pense na seguinte analogia: se esta chovendo, o chao certamente estara molhado (a chuva é uma
condicao suficiente para o chao molhado). No entanto, se o chao estiver molhado, ndo podemos afirmar com
certeza que esta chovendo; pode ser que alguém tenha regado o jardim (o chao molhado nao é uma condicao
necessaria para a chuva).

Condicao Suficiente Nao é Necessaria

Se a matriz satisfaz o Critério das Linhas: Se a matriz NAO satisfaz o critério:

e Jacobi e Gauss-Seidel convergem e Convergéncia ainda pode ocorrer
e Garantia de sucesso e Resultado inconclusivo

e Resposta definitiva: SIM e Resposta: NAO SABEMOS

Da mesma forma, se uma matriz satisfaz o Critério das Linhas, temos a garantia de que os métodos de Jacobi
e Gauss-Seidel convergirdo. Mas, e se a matriz nao satisfizer esse critério? Isso nao significa
automaticamente que o método ira divergir! A convergéncia ainda pode ocorrer, mas o Critério das Linhas
simplesmente nao é capaz de nos dar essa resposta. Ele € um "sim" definitivo, mas um "nao" inconclusivo.

(J Importante: Essa limitacao nos impulsiona a buscar critérios mais robustos e precisos,
especialmente para casos onde a dominancia diagonal ndo é evidente. Precisamos de ferramentas
gue possam nos dar uma resposta mais assertiva, tanto para a convergéncia quanto para a
divergéncia, e que sejam mais especificas para certos métodos.

E aqui que o Critério de Sassenfeld entra em cena, oferecendo uma analise mais aprofundada, especialmente
para o método de Gauss-Seidel.



Critério de Sassenfeld: Uma Analise Mais
Profunda para Gauss-Seidel

O Critério de Sassenfeld surge como uma ferramenta mais poderosa e especifica para o método de Gauss-
Seidel, superando a limitacao do Critério das Linhas ao oferecer uma condicao que € tanto necessaria quanto
suficiente para a convergéncia. Isso significa que, se a matriz satisfaz o Critério de Sassenfeld, o método de
Gauss-Seidel certamente converge; e se nao satisfaz, ele certamente diverge. E como ter um termémetro que
nao apenas indica febre, mas também a auséncia dela com precisao.

1 2 3
Mais Poderoso Especifico Definitivo
Condicao necessaria E Otimizado para Gauss-Seidel Resposta clara sobre
suficiente convergéncia

Coeficientes de Sassenfeld

A ideia por tras de Sassenfeld € um pouco mais elaborada, pois leva em conta a forma como o0 método de
Gauss-Seidel utiliza as aproximac¢des mais recentes das varidveis para calcular as proximas. Ele introduz um
conjunto de coeficientes, chamados coeficientes de Sassenfeld (3;), que sao calculados de forma iterativa
para cada linha da matriz. Esses coeficientes medem, de certa forma, a "influéncia" dos elementos nao
diagonais na convergéncia, considerando que as variaveis ja calculadas na iteracao atual sdo usadas
imediatamente.

[J Formulas dos Coeficientes

Para uma matriz A = [a;;], 0S coeficientes g; sdo calculados da seguinte forma:

1 1—1 n
ﬁi:_ Z|a’l.7|/8.7+ Z la,;j| y parai:2,...,n
i =i

j=i+1

O método de Gauss-Seidel converge se e somente se 0 valor maximo desses coeficientes 8; for menor que 1.
Este critério € particularmente util porque reflete melhor o comportamento do Gauss-Seidel, que é
frequentemente mais rapido que Jacobi.

Critério de Convergéncia: O método de Gauss-Seidel converge < max(31, 82,...,0n) < 1



Aplicando o Criterio de Sassenfeld: Um
Exemplo Detalhado

Para solidificar a compreensao do Critério de Sassenfeld, vamos aplica-lo a um exemplo pratico. Considere o
seguinte sistema de equacoes lineares, representado pela matriz A:

4 -1 0
A=|-1 4 -1
0O -1 4

Calculo dos Coeficientes

Vamos calcular os coeficientes de Sassenfeld (8;) para esta matriz:

Para: =3
Parai =2
Parai =1 B3 =
b = - (Jags|Bs + Jass|2) =
LY e e =
B = — a1, = T (|a21|p1 + |a23]) =
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Lo 1 on=tay )= ) 0.3125) — 23125 _
1 1 Loor gy 125 _
0) = 0.25 1(0-25+1)=——= 0.078125
0.3125

Verificacao da Convergéncia

[) Agora, verificamos o valor maximo entre os coeficientes calculados:
max(f1, B2, B3) = max(0.25,0.3125,0.078125) = 0.3125

Como 0.3125 < 1, o Critério de Sassenfeld nos garante que o método de Gauss-Seidel converge para
este sistema.

Este exemplo demonstra como, mesmo para sistemas relativamente simples, o calculo é sistematico e fornece
uma resposta definitiva sobre a convergéncia.



A Matriz de Iteracao: O Coracao da
Convergéncia

Embora os critérios das linhas e de Sassenfeld sejam praticos, a compreensao mais profunda da
convergéncia de métodos iterativos reside na analise da matriz de iteracao. Pense na matriz de iteracao
como o "motor" do seu método iterativo. E ela quem define como cada nova aproximacéo é gerada a partir da
anterior. Se esse motor for bem projetado, ele o levara ao destino (a solucao); se nao, ele pode falhar ou leva-
lo para longe.

Forma Geral dos Métodos Iterativos

) Qualquer método iterativo linear pode ser expresso na forma geral:

onde z*) é o vetor de aproximacoes na iteracdo k, T € a matriz de iteracdo e ¢ € um vetor constante.

A convergéncia do método depende exclusivamente das propriedades dessa matriz T. Para o método de
Jacobi, por exemplo, a matriz T; é dada por Ty = —D (L + U), onde D é a matriz diagonal, L a parte triangular
inferior e U a parte triangular superior da matriz original A. Para Gauss-Seidel, Tggs = —(D + L)~ 'U.

Jacobi Gauss-Seidel

T; = —D YL +U) Tes = —(D + L)~U

O Papel dos Autovalores

A chave para entender a convergéncia através da matriz de iteracao esta nos seus autovalores. Os
autovalores sao numeros especiais associados a uma matriz que descrevem como ela "estica" ou "comprime"
vetores. A magnitude desses autovalores é o que realmente dita se o erro em cada iteracao diminui ou
aumenta. Se o erro diminui, 0 método converge; se aumenta, ele diverge.



Raio Espectral e a Condicao Fundamental
de Convergéencia

Chegamos ao cerne da teoria da convergéncia: o raio espectral da matriz de iteracao. Se a matriz de iteracao
€ 0 motor, o raio espectral € o "indicador de desempenho" desse motor. Ele nos da a condicao mais rigorosa e
fundamental para a convergéncia de qualquer método iterativo linear. Imagine que vocé esta controlando um
sistema de feedback: se o ganho do sistema for menor que 1, qualquer perturbacao sera atenuada e o sistema
se estabilizara; se for maior que 1, a perturbacao sera amplificada e o sistema se tornara instavel.

Definicao do Raio Espectral

[J) Matematicamente, o raio espectral de uma matriz T, denotado por p(T), € o maior valor absoluto de
seus autovalores. Ou seja, se A, A2, ..., \, SA0 0S autovalores de T, entao:

p(T) = max [A;|

Condicao Fundamental

A condicao fundamental de convergéncia afirma que um método iterativo linear converge se e somente se 0
raio espectral de sua matriz de iteracao for estritamente menor que 1:

p(T) <1

%, @

Se p(T) < 1 Se p(T) > 1

O método converge O método diverge

Esta é uma condi¢cao poderosa porque é necessaria e suficiente para a convergéncia. Se p(T) < 1, 0 método
converge; se p(T) > 1, o método diverge. Os critérios das linhas e de Sassenfeld, que vimos anteriormente,
sao, na verdade, formas de inferir algo sobre o raio espectral sem precisar calcular explicitamente todos os
autovalores, o que pode ser computacionalmente caro para grandes matrizes. Eles fornecem atalhos praticos

para verificar essa condicao fundamental.



Conectando os Pontos: Critéerios na
Pratica e Tendéncias

Agora que exploramos os diferentes critérios de convergéncia, é importante entender como eles se encaixam
em um fluxo de trabalho pratico e como as tendéncias atuais os influenciam. Pense nos critérios como um
conjunto de ferramentas em uma caixa: vocé escolhe a ferramenta certa para a tarefa. O Critério das Linhas é
a "chave de fenda rapida" - facil de usar para uma verificacao inicial. O Critério de Sassenfeld € a "chave de
boca ajustavel" — mais especifica e precisa para o Gauss-Seidel. E a analise do Raio Espectral € o
"diagndéstico completo do motor" — a ferramenta mais robusta e definitiva, mas que exige mais esforco.

T I i

Critério das Linhas Critério de Sassenfeld Raio Espectral

Verificacao rapida e inicial. Facil Analise especifica para Gauss- Diagndstico completo. Mais

de aplicar, condicao suficiente. Seidel. Necessaria e suficiente. robusto, mas computacionalmente
custoso.

Aplicacoes Praticas

Na pratica, para sistemas de equacdes muito grandes, como 0s encontrados em simulagcdes de engenharia ou
modelos climaticos, calcular autovalores pode ser tao custoso quanto resolver o sistema diretamente. Por
isso, Os critérios mais simples sao valiosos para uma triagem inicial. No entanto, com o avanco das
ferramentas computacionais, como bibliotecas em Python (NumPy, SciPy) ou MATLAB, a determinacao de
autovalores e do raio espectral tornou-se muito mais acessivel, permitindo analises mais profundas e a
validacao de métodos complexos.

Tendéncia: Precondicionadores

[’ Uma tendéncia importante é a utilizacao de precondicionadores. Muitas vezes, um sistema nao
converge ou converge muito lentamente. Um precondicionador € uma matriz que transforma o
sistema original em um equivalente que tem uma matriz de iteracao com um raio espectral menor,
garantindo ou acelerando a convergéncia.

A compreensao dos critérios de convergéncia é fundamental para o desenvolvimento e a aplicacao eficaz
desses precondicionadores, tornando os métodos iterativos ainda mais poderosos e versateis em cenarios do
mundo real.



Consolidacao e Autoavaliacao

Nesta aula, desvendamos os mistérios por tras da convergéncia de métodos iterativos, um pilar fundamental
para a confiabilidade das solucdes numéricas. Vimos que a convergéncia é a garantia de que nossas
aproximacoes se aproximam da solucao real, e que sua auséncia pode levar a resultados erréneos.
Exploramos o Critério das Linhas como uma condicao suficiente e intuitiva, o Critério de Sassenfeld como
uma condicao necessaria e suficiente para o Gauss-Seidel, e aprofundamos na analise da matriz de iteracao e
seu raio espectral como a condicao fundamental e mais rigorosa para a convergéncia de qualquer método
iterativo linear.

Em pratica

[J) Ao se deparar com um sistema de equacodes lineares para ser resolvido por métodos iterativos,
comece verificando o Critério das Linhas. Se ele for satisfeito, vocé tem uma boa indicacao de
convergéncia. Se nao, e vocé estiver usando Gauss-Seidel, aplique o Critério de Sassenfeld para
uma resposta mais definitiva. Para uma analise completa ou para métodos mais complexos, a analise
do raio espectral da matriz de iteragcao € o caminho mais seguro, muitas vezes auxiliada por
ferramentas computacionais.

Passo 1 Passo 3
Verifique o Critério das Linhas Para analise completa, calcule o raio espectral
1 2 3
Passo 2

Se necessario, aplique Sassenfeld (Gauss-
Seidel)



Autoavaliacao

Questoes de Multipla Escolha

Questao 1 Questao 2
Qual das seguintes afirmacodes sobre o Critério Para uma matriz A, o Critério de Sassenfeld &
das Linhas esta correta? particularmente util para qual método iterativo?
1. E uma condicdo necessaria e suficiente para 1. Método de Newton-Raphson

a convergéncia de Jacobi e Gauss-Seidel. 2. Método de Jacobi
2. Garante a divergéncia se nao for satisfeito. 3. Método de Gauss-Seidel
3. E uma condicao suficiente para a 4. Método da Bissec&o

convergéncia de Jacobi e Gauss-Seidel.

4. Aplica-se apenas ao método de Jacobi.

Questao 3 Questao 4

Se o raio espectral p(T') da matriz de iteragao T Qual é a principal vantagem do Critério de

de um método iterativo linear for igual a 1.2, o Sassenfeld em relacao ao Critério das Linhas

que podemos concluir sobre o método? para o método de Gauss-Seidel?

1. O método converge rapidamente. 1. E mais facil de calcular.

2. O método converge lentamente. 2. E uma condicdo apenas necessaria, mas nao

3. O método diverge. suficiente.

4. O método converge apenas se a matriz for 3. E uma condicdo necessaria e suficiente para
diagonalmente dominante. a convergencia.

4. Aplica-se a todos os métodos iterativos.

[J Gabarito

1.c)|2.¢)|3.¢) | 4.c)

Questao Discursiva

Explique a relacao entre o Critério das Linhas, o Critério de Sassenfeld e o Raio Espectral da matriz de
iteracao, destacando como cada um contribui para a compreensao da convergéncia de métodos iterativos
lineares e em que situacdées um pode ser preferivel ao outro.




Proximos Passos

Proxima Aula

() Na Aula 14, faremos uma transicdo para um novo e fascinante topico: O Problema da Interpolacao e
Polindmio de Lagrange. Prepare-se para aprender como construir funcdes que passam por pontos
de dados especificos, uma habilidade crucial em diversas areas da ciéncia e engenharia.

Recursos Adicionais

Livro Curso Online Biblioteca Python
"Analise Numérica" de Coursera ou edX sobre NumPy e SciPy - para
Richard L. Burden e J. "Numerical Methods" — para implementar e testar os
Douglas Faires — para aplicacdes praticas e critérios de convergéncia em
aprofundamento teorico e exercicios interativos. codigo.

exemplos.

NOTA IMPORTANTE: As informacdes regulatérias/legais/técnicas desta aula estdo atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes oficiais
para verificar alteragdes.



