
Aula 12 – Formulação do MEF para Problemas 
Unidimensionais (Barras e Vigas)
Bem-vindo(a) à Aula 12 do nosso Curso de Análise Estrutural Avançada. Hoje, embarcaremos em uma jornada 
fundamental para qualquer engenheiro estrutural moderno: a compreensão da Formulação do Método dos 
Elementos Finitos (MEF) para problemas unidimensionais, focando especificamente em barras e vigas. Este 
tópico é a espinha dorsal de como os softwares de análise estrutural que você utiliza no dia a dia, como 
SAP2000, ETABS ou ANSYS, funcionam nos bastidores.

Entender a formulação do MEF não é apenas um exercício acadêmico; é a chave para você se tornar um 
engenheiro capaz de não só operar softwares, mas de verdadeiramente validar e interpretar seus resultados 
com confiança. Em um mundo onde a complexidade das estruturas cresce e a demanda por otimização é 
constante, dominar os princípios que regem essas ferramentas computacionais é um diferencial competitivo e 
uma necessidade para garantir a segurança e a eficiência dos seus projetos.

Ao final desta aula, você será capaz de compreender as funções de interpolação, a formulação variacional 
baseada no Princípio dos Trabalhos Virtuais e como esses conceitos são aplicados para reobter as matrizes 
de rigidez de elementos de barra e viga. Prepare-se para desvendar a lógica por trás dos cálculos que 
sustentam a análise de estruturas complexas, conectando a teoria à prática de forma robusta.



O Salto da Análise Clássica para o Mundo 
Computacional
Imagine-se diante de um projeto estrutural complexo, 
talvez um edifício alto com geometrias irregulares ou uma 
ponte com múltiplos vãos e apoios variados. Métodos 
clássicos de análise, embora fundamentais, rapidamente 
se tornam inviáveis ou excessivamente trabalhosos para 
tais desafios. A realidade da engenharia moderna exige 
ferramentas que possam lidar com essa complexidade de 
forma eficiente e precisa.

É nesse cenário que o Método dos Elementos Finitos 
(MEF) surge como uma solução revolucionária. Ele não é 
apenas uma técnica de cálculo, mas uma filosofia de 
abordagem que permite decompor um problema 
complexo em partes menores e mais gerenciáveis. Pense 
nisso como a diferença entre tentar pintar um mural 
gigante de uma só vez ou dividi-lo em seções menores, 
cada uma pintada individualmente e depois unida para 
formar a obra completa.

Por que o MEF?

Geometrias arbitrárias

Carregamentos complexos

Materiais não-homogêneos

Análise computacional eficiente

O MEF nos permite transpor as limitações dos métodos analíticos tradicionais, abrindo portas para a análise 
de estruturas com geometrias arbitrárias, condições de carregamento complexas e materiais não-
homogêneos. Essa capacidade é o que impulsiona os softwares de análise estrutural que hoje são 
indispensáveis no escritório de engenharia, garantindo que possamos projetar com segurança e otimização.



Decompondo a Complexidade: A Essência 
do MEF
A ideia central do Método dos Elementos Finitos é transformar um problema contínuo, como uma viga infinita 
em pontos, em um problema discreto. Isso significa que a estrutura é dividida em um número finito de 
"elementos" menores, interconectados em pontos específicos chamados "nós". Cada um desses elementos é 
mais simples de analisar individualmente.

01

Problema Contínuo
Estrutura com infinitos graus de liberdade

02

Discretização
Divisão em elementos finitos conectados por nós

03

Problema Discreto
Sistema com número finito de graus de liberdade

04

Solução Computacional
Análise viável e poderosa

Pense em um mapa rodoviário. Em vez de tentar descrever o movimento de um carro em cada milímetro de 
cada estrada (um problema contínuo), nós nos concentramos nos cruzamentos (os nós) e nos trechos de 
estrada entre eles (os elementos). O comportamento do carro entre dois cruzamentos pode ser aproximado, e 
o comportamento global do carro na rede é a soma das interações nesses cruzamentos e trechos.

Essa discretização é a primeira e mais crucial etapa do MEF. Ela nos permite substituir um sistema com 
infinitos graus de liberdade por um sistema com um número finito de graus de liberdade, localizados nos nós. 
Essa simplificação matemática é o que torna a análise computacionalmente viável e poderosa, permitindo que 
computadores resolvam problemas que seriam impossíveis de tratar manualmente.



Funções de Interpolação: A Linguagem 
Interna dos Elementos
Uma vez que dividimos nossa estrutura em 
elementos, surge uma questão fundamental: como 
descrevemos o comportamento (como 
deslocamentos ou deformações) dentro de cada um 
desses elementos, usando apenas as informações 
que temos nos seus nós? É aqui que entram as 
funções de interpolação, também conhecidas 
como funções de forma.

Imagine que você tem apenas dois pontos em um 
gráfico e precisa estimar o valor de uma curva entre 
eles. Você pode traçar uma linha reta (interpolação 
linear) ou uma curva mais complexa (interpolação 
polinomial de ordem superior). As funções de forma 
fazem exatamente isso: elas interpolam o 
comportamento do campo de deslocamentos dentro 
do elemento a partir dos deslocamentos conhecidos 
em seus nós.

Funções de Forma

Definição: Polinômios que interpolam o 
comportamento do campo de 
deslocamentos dentro do elemento

Função: Traduzir movimento nodal para 
comportamento contínuo do material

Essas funções são polinômios que garantem que, se conhecermos os deslocamentos nos nós de um 
elemento, podemos estimar o deslocamento em qualquer ponto dentro dele. Elas são a "linguagem" que 
permite ao MEF traduzir o movimento nodal para o comportamento contínuo do material. Sem elas, a conexão 
entre os nós e o interior do elemento seria perdida, e a análise se tornaria inviável.



A Magia das Funções de Forma para 
Elementos de Barra
Vamos aplicar o conceito de funções de interpolação a um dos elementos mais simples: a barra 
unidimensional. Uma barra é um elemento que resiste principalmente a esforços axiais (tração ou 
compressão). Para uma barra com dois nós, um em cada extremidade, temos dois graus de liberdade: o 
deslocamento axial em cada nó.

Funções Lineares
As funções de forma para 
barras são tipicamente 
lineares, como uma corda 
esticada entre duas estacas

Formulação 
Matemática
Se o nó 1 tem deslocamento  
e o nó 2 tem , o 
deslocamento  é uma 
combinação linear

u ​1

u ​2

u(x)

Matriz de Rigidez
Essas funções são cruciais 
para derivar a matriz de 
rigidez do elemento

Essas funções não só nos permitem calcular o deslocamento em qualquer ponto, mas também são cruciais 
para derivar a matriz de rigidez do elemento. Elas estabelecem a relação entre os deslocamentos nodais e as 
deformações e tensões internas, que por sua vez se relacionam com as forças nodais. É um ciclo elegante 
que conecta o movimento dos nós à resistência interna do material.



Funções de Forma para Vigas: Flexão em 
Foco

Graus de Liberdade em Vigas

Deslocamento vertical em cada nó

Rotação em cada nó

Total: 4 graus de liberdade por elemento

Matriz: 4x4

Quando passamos de uma barra para uma viga, a 
complexidade aumenta porque agora precisamos 
considerar não apenas deslocamentos axiais, mas 
também a flexão. Uma viga, além de se deslocar 
verticalmente, também gira em seus nós. Isso significa 
que, para um elemento de viga unidimensional com dois 
nós, teremos quatro graus de liberdade: o deslocamento 
vertical e a rotação em cada nó.

As funções de forma para vigas são mais elaboradas do que para barras; elas são tipicamente polinômios 
cúbicos, conhecidos como polinômios de Hermite. Por que cúbicos? Porque um polinômio cúbico é o de 
menor ordem que pode satisfazer as quatro condições de contorno (dois deslocamentos e duas rotações 
nodais) e garantir a continuidade da curvatura, que é essencial para um comportamento realista da flexão.

Polinômios de Hermite

Imagine uma régua flexível. Se você a segura em duas extremidades e a dobra, a forma que ela 
assume não é uma linha reta, mas uma curva suave. As funções de forma cúbicas capturam essa 
curvatura, permitindo que o elemento de viga represente com precisão a deformação por flexão. 
Essa capacidade é fundamental para a análise de lajes, pontes e outras estruturas onde a flexão é o 
modo de falha dominante.



O Princípio dos Trabalhos Virtuais: A Base 
Energética do MEF
Com as funções de forma em mãos, o próximo passo é estabelecer as equações que governam o 
comportamento do elemento. Para isso, o Método dos Elementos Finitos frequentemente se apoia em uma 
formulação variacional, e o Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV) é uma das abordagens mais poderosas e 
intuitivas.

Conceito Fundamental
O PTV relaciona forças 
externas aplicadas a um corpo 
com as tensões internas 
resultantes, através de um 
"trabalho virtual"

Equilíbrio
Para um sistema em equilíbrio, 
o trabalho realizado pelas 
forças externas deve ser igual 
ao trabalho realizado pelas 
forças internas

Versatilidade
Não exige conhecer a 
trajetória real do movimento, 
apenas que o sistema esteja 
em equilíbrio

Este princípio é incrivelmente versátil porque não exige que conheçamos a trajetória real do movimento, 
apenas que o sistema esteja em equilíbrio. No contexto do MEF, o PTV nos permite derivar as equações de 
equilíbrio para cada elemento, relacionando as forças nodais com os deslocamentos nodais através da matriz 
de rigidez. É a ponte entre a geometria do elemento, as propriedades do material e sua resposta mecânica.



Desvendando o PTV na Prática
A aplicação do Princípio dos Trabalhos Virtuais na formulação do MEF segue uma sequência lógica. Primeiro, 
definimos um campo de deslocamentos virtuais que seja compatível com as condições de contorno do 
elemento. Em seguida, calculamos o trabalho virtual externo, que é o trabalho realizado pelas forças nodais 
reais sobre esses deslocamentos virtuais.

Deslocamentos Virtuais
Definir campo compatível com condições de 
contorno

Trabalho Externo
Calcular trabalho das forças nodais reais

Trabalho Interno
Calcular trabalho das tensões internas

Equilíbrio
Igualar trabalhos para obter matriz de rigidez

Paralelamente, calculamos o trabalho virtual interno, que é o trabalho realizado pelas tensões internas reais 
sobre as deformações virtuais correspondentes. A beleza do PTV reside em sua simplicidade: para que o 
sistema esteja em equilíbrio, o trabalho virtual externo deve ser igual ao trabalho virtual interno. Essa 
igualdade nos permite estabelecer as equações que, após algumas manipulações matemáticas, nos levam 
diretamente à matriz de rigidez do elemento.

É como montar um quebra-cabeça onde cada peça (força, deslocamento, tensão, deformação) se 
encaixa perfeitamente para formar a imagem completa do equilíbrio. O PTV nos oferece uma 
estrutura robusta para garantir que as equações que derivamos sejam fisicamente consistentes e 
representem fielmente o comportamento do material sob carga.



Reobtendo a Matriz de Rigidez da Barra: 
Uma Revisita Poderosa
Agora, vamos colocar em prática o que aprendemos, reobtendo a matriz de rigidez para o elemento de barra 
unidimensional. Lembre-se que a matriz de rigidez relaciona as forças nodais com os deslocamentos nodais 
(F = K * u). Para uma barra, esperamos uma matriz 2x2, pois há dois graus de liberdade (deslocamento axial 
em cada nó).

Processo de Derivação

Utilizar funções de forma lineares1.

Aplicar o Princípio dos Trabalhos Virtuais2.

Integrar propriedades do material (E, A)3.

Integrar geometria do elemento (L)4.

Derivar cada termo da matriz5.

Matriz de Rigidez da Barra

K = ​ ​ ​

L

AE
[

1
−1

−1
1 ]

Onde: A = área, E = módulo de 
elasticidade, L = comprimento

Essa derivação não é apenas um exercício matemático; é a prova de que a teoria do MEF, baseada em 
princípios fundamentais da mecânica, nos leva a resultados consistentes e conhecidos da análise matricial 
clássica. É a validação de que estamos no caminho certo para construir modelos mais complexos. A matriz de 
rigidez resultante é um pilar para a análise de treliças e outras estruturas axiais.



A Matriz de Rigidez da Viga: Capturando a 
Flexão
Avançando para o elemento de viga, o processo de derivação da matriz de rigidez é conceitualmente o 
mesmo, mas matematicamente mais complexo devido aos graus de liberdade adicionais (rotações) e às 
funções de forma cúbicas. Para um elemento de viga unidimensional com dois nós, cada nó possui um 
deslocamento vertical e uma rotação, resultando em quatro graus de liberdade e, portanto, uma matriz de 
rigidez 4x4.

1

Trabalho Virtual de Flexão
Aplicar o PTV considerando o comportamento de 
flexão da viga

2

Tensões e Curvatura
Relacionar tensões internas com a curvatura da 
viga

3

Segundas Derivadas
Utilizar segundas derivadas das funções de 
forma cúbicas

4

Propriedades do Material
Integrar módulo de elasticidade (E) e momento 
de inércia (I)

Aqui, o Princípio dos Trabalhos Virtuais é aplicado considerando o trabalho virtual de flexão. As tensões e 
deformações internas são agora relacionadas à curvatura da viga, que por sua vez depende das segundas 
derivadas das funções de forma. As propriedades do material envolvidas são o módulo de elasticidade (E) e o 
momento de inércia da seção transversal (I).

A matriz de rigidez da viga, embora mais extensa, é igualmente fundamental. Ela permite que os softwares de 
análise capturem com precisão o comportamento de flexão de elementos estruturais, desde vigas simples até 
pórticos complexos. Entender como essa matriz é formada é crucial para compreender como um software 
calcula deflexões, momentos fletores e forças cortantes em uma estrutura.



Montagem da Matriz Global: O Quebra-
Cabeça da Estrutura
Depois de derivar as matrizes de rigidez para cada elemento individual, o próximo passo é uni-las para formar 
a matriz de rigidez global da estrutura. Pense nisso como montar um grande quebra-cabeça: cada elemento é 
uma peça, e os nós são os pontos onde essas peças se conectam.

Método da Rigidez Direta
Somar contribuições de rigidez de 
cada elemento nas posições 
correspondentes da matriz global

Conectividade Nodal
Basear a montagem na 
conectividade dos nós entre 
elementos

Sobreposição
Se dois elementos compartilham 
um nó, suas rigidezes são 
somadas na matriz global

O processo de montagem é conhecido como Método da Rigidez Direta. Ele envolve somar as contribuições 
de rigidez de cada elemento nas posições correspondentes da matriz global, com base na conectividade dos 
nós. Se dois elementos compartilham um nó, suas contribuições de rigidez para aquele nó são somadas na 
matriz global.

Por exemplo, se o nó 2 de um elemento de barra se conecta ao nó 1 de outro elemento de barra, as rigidezes 
associadas a esses nós (que na verdade são o mesmo nó na estrutura global) são somadas na posição 
correspondente da matriz global. Esse processo sistemático permite que um computador construa a 
representação matemática de toda a estrutura, não importa quão grande ou complexa ela seja.



Condições de Contorno e Solução do 
Sistema
Com a matriz de rigidez global da estrutura 
montada, temos um sistema de equações lineares 
que relaciona as forças nodais globais com os 
deslocamentos nodais globais: . No 
entanto, este sistema ainda não pode ser resolvido 
diretamente, pois a matriz de rigidez global é 
singular (indefinida) – ela permite movimentos de 
corpo rígido.

[K]U = F

Para tornar o sistema solúvel e representar a 
realidade física, precisamos aplicar as condições de 
contorno. Estas são as restrições de movimento 
impostas pelos apoios da estrutura. Por exemplo, 
um apoio fixo impede deslocamentos em todas as 
direções, enquanto um apoio de rolete impede 
deslocamento em uma direção, mas permite rotação 
e deslocamento em outra.

Tipos de Apoios

Apoio Fixo: Impede todos os 
deslocamentos

Apoio de Rolete: Permite rotação e 
deslocamento em uma direção

Apoio Simples: Impede deslocamento 
vertical

Sistema Singular
Matriz global permite movimentos de corpo rígido

Aplicar Condições de Contorno
Eliminar ou modificar linhas/colunas dos graus de 
liberdade restritos

Sistema Não-Singular
Matriz global pode ser resolvida

Solução
Calcular deslocamentos, deformações, tensões e 
forças internas

A aplicação das condições de contorno geralmente envolve a eliminação das linhas e colunas da matriz global 
correspondentes aos graus de liberdade restritos, ou a modificação desses termos. Uma vez que as 
condições de contorno são aplicadas, a matriz de rigidez global se torna não-singular, e o sistema de 
equações pode ser resolvido para encontrar os deslocamentos nodais desconhecidos. Com os 
deslocamentos nodais em mãos, podemos então calcular as deformações, tensões e forças internas em cada 
elemento, completando a análise.



Validação e Interpretação de Resultados: 
Além dos Números
Obter um conjunto de números de um software de MEF é apenas metade da batalha. A parte mais crítica e 
que diferencia um bom engenheiro é a capacidade de validar e interpretar esses resultados. Um modelo 
computacional, por mais sofisticado que seja, é uma representação da realidade, e não a própria realidade.

Verificar Deslocamentos
Analisar se os deslocamentos são razoáveis e 
compatíveis com o comportamento esperado 
da estrutura

Validar Tensões
Confirmar se as tensões estão dentro dos 
limites de resistência do material e normas 
aplicáveis

Conferir Reações
Verificar se as reações nos apoios fazem 
sentido em relação às cargas aplicadas

Interpretar Resultados
Entender o "porquê" por trás dos números, 
identificando pontos críticos e padrões de 
deformação

Imagine um médico que recebe os resultados de exames de um paciente. Ele não apenas lê os números, mas 
os compara com valores de referência, os correlaciona com os sintomas do paciente e com seu histórico 
clínico. Da mesma forma, um engenheiro deve analisar os deslocamentos, tensões e reações calculados pelo 
MEF, comparando-os com o comportamento esperado da estrutura, com limites normativos e com sua própria 
intuição de engenharia.

A validação envolve verificar se os deslocamentos são razoáveis, se as tensões estão dentro dos limites de 
resistência do material e se as reações nos apoios fazem sentido em relação às cargas aplicadas. A 
interpretação, por sua vez, significa entender o "porquê" por trás dos números, identificando pontos críticos, 
padrões de deformação e as implicações para o projeto estrutural. Essa etapa é crucial para evitar erros de 
modelagem e garantir a segurança e a economia da estrutura.



MEF na Prática: Ferramentas e Tendências
A teoria do Método dos Elementos Finitos, que exploramos até agora, é a base sobre a qual todos os 
softwares modernos de análise estrutural são construídos. Ferramentas como SAP2000, ETABS, ANSYS, e até 
mesmo o Ftool, implementam esses princípios para permitir que engenheiros analisem estruturas de forma 
rápida e precisa.

O Engenheiro do Futuro

A tendência atual na engenharia de estruturas é a crescente 
dependência de métodos computacionais. Isso não diminui a 
importância do conhecimento teórico, mas o eleva. O 
engenheiro do futuro não é apenas um operador de software, 
mas um arquiteto de modelos computacionais, capaz de 
entender as premissas, as limitações e as nuances por trás dos 
algoritmos. A validação de modelos e a interpretação crítica dos 
resultados são habilidades cada vez mais valorizadas.

Habilidades Essenciais

Modelagem correta

Aplicação de condições de 
contorno

Interpretação inteligente

Validação crítica

A capacidade de modelar corretamente, aplicar as condições de contorno adequadas e interpretar os 
resultados de forma inteligente é o que transforma um usuário de software em um engenheiro estrutural 
competente e inovador. O MEF é a linguagem universal que conecta a teoria da mecânica estrutural com a 
prática da engenharia computacional.

Conceito Âmbito/Aplicação Base/Origem Exemplo

Análise Matricial Estruturas discretas 
(treliças, pórticos)

Álgebra linear, 
relações força-
deslocamento

Cálculo de 
deslocamentos em 
uma treliça plana

MEF Estruturas contínuas 
(placas, cascas, 
sólidos)

Formulação 
variacional, 
discretização

Análise de tensões em 
uma laje de concreto



Consolidação e Próximos Passos
Nesta aula, desvendamos os pilares da formulação do Método dos Elementos Finitos para problemas 
unidimensionais. Começamos compreendendo a necessidade de discretizar estruturas complexas em 
elementos mais simples. Exploramos as funções de interpolação (ou funções de forma), que são a 
"linguagem" que descreve o comportamento dentro de cada elemento a partir dos seus nós. Em seguida, 
mergulhamos no Princípio dos Trabalhos Virtuais, a poderosa ferramenta variacional que nos permite derivar 
as equações de equilíbrio e, consequentemente, as matrizes de rigidez para elementos de barra e viga. 
Finalmente, vimos como essas matrizes são montadas na matriz global e como as condições de contorno são 
aplicadas para resolver o sistema.

Em Prática
O conhecimento adquirido hoje capacita você a ir além do "clique e veja" nos softwares de análise. Você 
agora entende a base teórica por trás dos números, o que é essencial para modelar com precisão, validar 
resultados e tomar decisões de projeto mais seguras e eficientes. É a diferença entre usar uma 
ferramenta e realmente dominá-la.

Autoavaliação

Qual a principal função das funções de interpolação (funções de forma) no Método dos Elementos Finitos?1.

a) Definir as cargas aplicadas nos nós da estrutura.

b) Descrever o comportamento do campo de deslocamentos dentro de um elemento a partir dos 
deslocamentos nodais.

c) Calcular as reações de apoio da estrutura.

d) Determinar o tipo de material a ser utilizado no elemento.

Para um elemento de viga unidimensional, quantos graus de liberdade (deslocamentos e rotações) existem 
em cada nó, considerando a flexão?

2.

a) Um deslocamento axial.

b) Um deslocamento vertical e uma rotação.

c) Dois deslocamentos axiais e uma rotação.

d) Dois deslocamentos verticais e duas rotações.

O Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV) é utilizado na formulação do MEF para:3.

a) Apenas calcular as tensões internas dos elementos.

b) Relacionar o trabalho virtual externo com o trabalho virtual interno para derivar as equações de 
equilíbrio do elemento.

c) Definir as condições de contorno da estrutura.

d) Exclusivamente determinar a geometria dos elementos.

A matriz de rigidez de um elemento de barra unidimensional, considerando apenas esforços axiais, é 
tipicamente uma matriz de qual dimensão?

4.

a) 1x1

b) 2x2

c) 3x3

d) 4x4

Explique a importância da etapa de validação e interpretação dos resultados obtidos por softwares de MEF 
na prática da engenharia estrutural.

5.



Gabarito e Recursos Adicionais

1

Resposta: b)

2

Resposta: b)

3

Resposta: b)

4

Resposta: b)

Próxima Aula

Na Aula 13, daremos um passo adiante e exploraremos os Elementos Finitos para Problemas Bidimensionais 
(Parte 1), focando no Estado Plano e nos elementos que o representam.

Recursos Adicionais

📚 Livros de MEF
Para aprofundar nos detalhes 
matemáticos e derivações

💻 Tutoriais de 
Softwares FEA
Para ver a aplicação prática 
dos conceitos em ferramentas 
como ANSYS ou SAP2000

📄 Artigos Técnicos
Para explorar as últimas 
tendências e pesquisas na 
área

NOTA IMPORTANTE: As informações regulatórias/legais/técnicas desta aula estão atualizadas até 
2025. Consulte sempre fontes oficiais para verificar alterações.


