
Aula 11 – Método Iterativo de Jacobi
Bem-vindos à nossa jornada pela Análise Numérica! Hoje, vamos mergulhar em um dos 
pilares para resolver sistemas de equações lineares de forma eficiente, especialmente 
quando lidamos com um grande volume de dados. Imagine que você está projetando 
uma estrutura complexa ou simulando um fluxo de fluidos; nesses cenários, os sistemas 
de equações podem ter centenas ou até milhares de variáveis, tornando os métodos 
diretos, como a Eliminação de Gauss, inviáveis devido ao tempo e à capacidade 
computacional.

É exatamente nesse ponto que os métodos iterativos entram em cena, oferecendo uma alternativa poderosa e 
muitas vezes mais rápida. Eles não buscam a solução exata de uma vez, mas sim aprimoram uma estimativa 
inicial passo a passo, convergindo para a resposta correta. Compreender esses métodos é crucial não apenas 
para otimizar cálculos, mas também para desenvolver uma intuição sobre como os computadores "pensam" 
para resolver problemas complexos.

Objetivo da Aula: Desvendar o Método Iterativo de Jacobi. Ao final, você será capaz de deduzir o 
método a partir da decomposição matricial, entender seu algoritmo e os critérios de parada, e aplicá-
lo em exemplos práticos, inclusive com uma visão sobre sua implementação computacional.

Vamos começar a explorar como um processo de "ajustes sucessivos" pode nos levar à solução de 
problemas que, à primeira vista, parecem intransponíveis.



A Necessidade de Métodos Iterativos
Quando o Direto Não Basta
No nosso dia a dia, muitas vezes resolvemos problemas de forma direta. Se você precisa ir do ponto A ao 
ponto B, pega o caminho mais curto e chega lá. Em matemática, para sistemas de equações lineares 
pequenos, como 2x2 ou 3x3, métodos diretos como a Eliminação de Gauss ou a Regra de Cramer são 
perfeitamente adequados. Eles nos dão a solução exata em um número finito e previsível de passos. No 
entanto, o mundo real raramente é tão simples.

Problema Real
Sistemas com centenas ou 
milhares de equações e 
variáveis

Desafio
Métodos diretos se tornam 
impraticáveis devido ao tempo 
e memória

Solução
Métodos iterativos oferecem 
abordagem incremental e 
eficiente

Imagine-se trabalhando em um projeto de engenharia, onde você precisa modelar a distribuição de 
temperatura em uma placa metálica ou a tensão em uma rede elétrica complexa. Esses problemas podem 
gerar sistemas com centenas ou milhares de equações e variáveis. Tentar resolver isso com a Eliminação de 
Gauss seria como tentar atravessar um oceano a nado: teoricamente possível, mas impraticável e ineficiente. 
O tempo de cálculo e o consumo de memória se tornam proibitivos.

É aqui que os métodos iterativos brilham. Eles oferecem uma abordagem mais "paciente" e incremental. 
Em vez de buscar a solução de uma vez, eles começam com uma estimativa inicial (mesmo que seja um 
"chute" aleatório) e, a cada passo, refinam essa estimativa, aproximando-se cada vez mais da solução 
verdadeira.

É como ajustar o foco de uma câmera: você começa com uma imagem borrada e, com pequenos ajustes, a 
imagem se torna nítida. Essa abordagem é fundamental para lidar com a escala e a complexidade dos 
problemas modernos.



O Coração do Método de Jacobi
Decomposição e Isolamento
O Método de Jacobi, como muitos métodos iterativos, baseia-se em uma ideia bastante intuitiva: se temos um 
sistema de equações, podemos tentar isolar uma variável em cada equação e usar as estimativas das outras 
variáveis para calcular um novo valor para aquela variável. Pense em um grupo de amigos tentando dividir 
uma conta de restaurante complexa, onde cada um paga por itens diferentes, mas alguns itens são 
compartilhados. Cada amigo pode fazer uma estimativa do que deve pagar, e depois, com base no que os 
outros estimaram, ajustar sua própria parte.

Decomposição Matricial

Matematicamente, isso começa com a decomposição da matriz do sistema. Um sistema de equações lineares 
pode ser representado como , onde  é a matriz dos coeficientes,  é o vetor das incógnitas e  é o 
vetor dos termos independentes. Para aplicar Jacobi, decompomos a matriz  em três partes:

Ax = b A x b

A

Matriz D
Diagonal principal

Matriz L
Triangular inferior (zeros na 
diagonal)

Matriz U
Triangular superior (zeros na 
diagonal)

Assim, .A = D + L+ U

O Truque de Jacobi

Ao substituir essa decomposição na equação original, temos . O truque de Jacobi é 
isolar o termo diagonal para cada equação. Isso significa que podemos reescrever a equação como 

.

(D + L+ U)x = b

Dx = b− (L+ U)x

Para a iteração , usamos os valores da iteração  para os termos  e , enquanto calculamos os novos 
valores para . Assim, . Dividindo por  (assumindo que os elementos da diagonal 
principal não são zero), obtemos a fórmula iterativa.

k + 1 k L U

D Dx =(k+1) b− (L+ U)x(k) D



A Fórmula Iterativa de Jacobi
Passo a Passo para a Solução
Com a decomposição , onde  é a matriz diagonal,  é a parte triangular inferior (sem a 
diagonal) e  é a parte triangular superior (sem a diagonal), a equação  se torna . A 
ideia central do Método de Jacobi é isolar cada variável  na -ésima equação. Isso nos permite reescrever a 
equação para a próxima iteração.

A = D + L + U D L

U Ax = b (D + L + U)x = b

x ​i i

Forma Iterativa Geral

x =(k+1) D (b −−1 (L + U)x )(k)

Onde:

 é o vetor das incógnitas na iteração atualx(k+1)

 é o vetor das incógnitas na iteração anteriorx(k)

 é a inversa da matriz diagonal D−1 D

Importante: Como  é diagonal, sua 
inversa é simplesmente uma matriz 
diagonal onde cada elemento é o inverso 
do elemento correspondente em .

D

D

Fórmula por Componentes

Em termos de componentes individuais, para um sistema de  equações e  variáveis, a fórmula para calcular 
cada  na iteração  é:

n n

x ​i k + 1

x ​ =i
(k+1)

​ ​b ​ − ​a ​x ​ ​

a ​ii

1
i

j=1,j=i

∑
n

ij j
(k)

Para cada .i = 1, 2, … ,n

Ponto Crucial: Para calcular , usamos todos os valores de  da iteração anterior ( ). Isso significa 
que, dentro de uma mesma iteração, todos os novos valores de  são calculados "simultaneamente" a 
partir dos valores antigos.

x ​i
(k+1)

x ​j x ​j
(k)

x

Aqui,  é o elemento da diagonal principal da matriz ,  é o -ésimo elemento do vetor , e  são os outros 
coeficientes da matriz . É como se cada amigo calculasse sua parte da conta sem saber o ajuste que os 
outros estão fazendo neste exato momento, mas usando o último valor que eles informaram.

a ​ii A b ​i i b a ​ij

A



O Algoritmo de Jacobi
Um Fluxo de Trabalho Iterativo
Entender a fórmula é o primeiro passo; o próximo é visualizar como ela se traduz em um processo. O 
algoritmo de Jacobi é um ciclo repetitivo que refina a solução a cada passo. É como um relógio que tica, e a 
cada tique, a solução se aproxima mais da verdade.

01

Inicialização
Comece com uma estimativa inicial para o vetor 
solução . Uma escolha comum é um vetor de 
zeros, mas qualquer vetor pode ser usado. Defina 
também um critério de parada (tolerância ) e um 
número máximo de iterações.

x(0)

ϵ

02

Iteração
Para cada iteração :k = 0, 1, 2, …

Para cada equação :i = 1, 2, … ,n

Calcule o novo valor de  usando a fórmulax ​i
(k+1)

É crucial notar que todos os  no somatório são 
os valores da iteração anterior

x ​j
(k)

03

Verificação do Critério de Parada
Após calcular todos os , compare o novo vetor 

 com o vetor anterior . Se a diferença 
(geralmente medida pela norma da diferença) for 
menor que a tolerância , ou se o número máximo de 
iterações for atingido, o processo para.

x ​i
(k+1)

x(k+1) x(k)

ϵ

04

Atualização
Se o critério de parada não for satisfeito, defina 

 e retorne ao passo 2 para a próxima 
iteração.
x =(k) x(k+1)

Paralelismo

A beleza de Jacobi é sua simplicidade e paralelismo: cada componente  pode ser calculado 
independentemente dos outros na mesma iteração, tornando-o atraente para implementações em 
arquiteturas de computação paralela.

x ​i
(k+1)

Este processo continua até que a solução atinja a precisão desejada ou o limite de iterações seja alcançado.



Critério de Parada
Quando Dizer "Chega!"
Em métodos iterativos, raramente chegamos à solução exata em um número finito de passos. Em vez disso, 
buscamos uma aproximação que seja "suficientemente boa" para o nosso propósito. Definir quando parar é 
tão importante quanto o próprio método de cálculo. Sem um critério de parada claro, o algoritmo poderia 
rodar infinitamente ou gastar tempo desnecessário refinando uma solução que já está dentro da margem de 
erro aceitável.

Critérios Comuns de Parada

1

Erro Relativo ou 
Absoluto
Este é o critério mais comum. 
Calculamos a diferença entre 
a solução atual e a anterior. Se 
essa diferença for menor que 
uma pequena tolerância  
(epsilon), paramos.

ϵ

Erro Absoluto: 
∣x −(k+1) x ∣ <(k) ϵ

Erro Relativo: ​ <∣x ∣(k+1)
∣x −x ∣(k+1) (k)

ϵ

A norma (geralmente a norma 
euclidiana ou a norma infinito) 
mede o "tamanho" do vetor 
diferença. O erro relativo é 
frequentemente preferido, 
pois se ajusta à magnitude 
dos valores de .x

2

Número Máximo de 
Iterações
Para evitar que o algoritmo 
execute indefinidamente (por 
exemplo, se o método não 
convergir ou convergir muito 
lentamente), definimos um 
limite superior para o número 
de iterações. Se esse limite for 
atingido, o algoritmo para, 
mesmo que a tolerância não 
tenha sido alcançada. Isso é 
uma salvaguarda.

3

Resíduo
Outro critério é verificar o 
quão bem a solução atual 

 satisfaz o sistema 
original . Calculamos o 
resíduo . Se a 
norma do resíduo  for menor 
que , paramos. Um resíduo 
pequeno indica que a solução 
está próxima de satisfazer as 
equações.

x(k+1)

Ax = b

r = b − Ax(k+1)

∣r∣

ϵ

Equilíbrio Crucial: A escolha da tolerância  é crucial. Um  muito pequeno pode levar a muitas iterações e 
tempo de computação excessivo, enquanto um  muito grande pode resultar em uma solução imprecisa. É 
um equilíbrio entre precisão e eficiência.

ϵ ϵ

ϵ



Exemplo de Aplicação Passo a Passo
Desvendando um Sistema 2x2
Vamos aplicar o Método de Jacobi a um sistema simples para ver como ele funciona na prática. Considere o 
sistema de equações:

2x ​ +1 x ​ =2 5

x ​ +1 3x ​ =2 7

Passo 1: Reorganizar as 
equações
Da primeira equação, isolamos 

:x ​1

x ​ =1 ​ (5 −
2
1

x ​)2

Da segunda equação, 
isolamos :x ​2

x ​ =2 ​ (7 −
3
1

x ​)1

Passo 2: Definir 
estimativa inicial
Vamos começar com 

 (ou seja, 
). Usaremos 

uma tolerância  para o 
erro absoluto e um máximo de 
10 iterações.

x =(0) [0, 0]T

x ​ =1
(0) 0,x ​ =2

(0) 0

ϵ = 0.01

Passo 3: Realizar as 
iterações
Iteração 1 (k=0):

Usando  e :x ​ =1
(0) 0 x ​ =2

(0) 0

x ​ =1
(1) (5 −

2
1

x ​) =2
(0)

​ (5 −
2
1

0) = 2.5

x ​ =2
(1) (7 −

3
1

x ​) =1
(0)

​ (7 −
3
1

0) = 2.3333

Então, .x =(1) [2.5, 2.3333]T

Iteração 2 (k=1)

Usando  e :x ​ =1
(1) 2.5 x ​ =2

(1) 2.3333

x ​ =1
(2)

​ (5 −
2
1

2.3333) = 1.33335

x ​ =2
(2)

​ (7 −
3
1

2.5) = 1.5

Então, .x =(2) [1.33335, 1.5]T

Verificação do Critério

Erro na Iteração 1:

. Continua.∣x −(1) x ∣ ≈(0) 3.42 > 0.01

Erro na Iteração 2:

. Continua.∣x −(2) x ∣ ≈(1) 1.43 > 0.01



Exemplo de Aplicação (Continuação)
Iterações 3 a 6
Vamos continuar as iterações para o sistema:

x ​ =1 ​ (5 −
2
1

x ​)2

x ​ =2 ​ (7 −
3
1

x ​)1

Iteração x₁ x₂ Erro

3 (k=2) 1.75 1.88888 ≈ 0.57 > 0.01 ✗

4 (k=3) 1.55556 1.75 ≈ 0.23 > 0.01 ✗

5 (k=4) 1.625 1.81481 ≈ 0.095 > 0.01 ✗

6 (k=5) 1.592595 1.79167 ≈ 0.04 > 0.01 ✗

Detalhamento das Iterações

Iteração 3 (k=2)

Usando  e :x ​ =1
(2) 1.33335 x ​ =2

(2) 1.5

x ​ =1
(3)

​ (5 −
2
1

1.5) = 1.75

x ​ =2
(3)

​ (7 −
3
1

1.33335) = 1.88888

Iteração 4 (k=3)

Usando  e :x ​ =1
(3) 1.75 x ​ =2

(3) 1.88888

x ​ =1
(4)

​ (5 −
2
1

1.88888) = 1.55556

x ​ =2
(4)

​ (7 −
3
1

1.75) = 1.75

Iteração 5 (k=4)

Usando  e :x ​ =1
(4) 1.55556 x ​ =2

(4) 1.75

x ​ =1
(5)

​ (5 −
2
1

1.75) = 1.625

x ​ =2
(5)

​ (7 −
3
1

1.55556) = 1.81481

Iteração 6 (k=5)

Usando  e :x ​ =1
(5) 1.625 x ​ =2

(5) 1.81481

x ​ =1
(6)

​ (5 −
2
1

1.81481) = 1.592595

x ​ =2
(6)

​ (7 −
3
1

1.625) = 1.79167



Exemplo de Aplicação (Conclusão)
Convergência Alcançada!
Continuando as iterações para o sistema:

x ​ =1 ​ (5 −
2
1

x ​)2

x ​ =2 ​ (7 −
3
1

x ​)1

Iteração 7 (k=6)
Usando  e :x ​ =1

(6) 1.592595 x ​ =2
(6) 1.79167

x ​ =1
(7)

​ (5 −
2
1

1.79167) = 1.604165

x ​ =2
(7)

​ (7 −
3
1

1.592595) = 1.802468

Então, .x =(7) [1.604165, 1.802468]T

Erro: . Continua.∣x −(7) x ∣ ≈(6) 0.0158 > 0.01

Iteração 8 (k=7) ✓
Usando  e :x ​ =1

(7) 1.604165 x ​ =2
(7) 1.802468

x ​ =1
(8)

​ (5 −
2
1

1.802468) = 1.598766

x ​ =2
(8)

​ (7 −
3
1

1.604165) = 1.798612

Então, .x =(8) [1.598766, 1.798612]T

Erro: . Paramos!∣x −(8) x ∣ ≈(7) 0.0066 < 0.01

Solução Aproximada
x ​ ≈1 1.598766

x ​ ≈2 1.798612

Solução Exata
x ​ =1 1.6

x ​ =2 1.8

Conclusão: Nosso método convergiu para uma solução muito próxima da exata dentro da tolerância 
definida. Este exemplo ilustra a natureza iterativa e convergente do método de Jacobi.



Condições de Convergência
Quando Jacobi Funciona?
Nem todo sistema de equações lineares pode ser resolvido com sucesso pelo Método de Jacobi. Assim como 
um carro precisa de combustível e um motor funcionando para andar, o método de Jacobi precisa de certas 
condições para garantir que ele realmente se aproxime da solução, em vez de divergir ou oscilar 
indefinidamente. Entender essas condições é crucial para saber quando aplicar o método com confiança.

Critério da Diagonal Dominante

Definição: Uma matriz  é considerada estritamente diagonal dominante se, para cada linha, o valor 
absoluto do elemento da diagonal principal for maior que a soma dos valores absolutos dos outros 
elementos daquela mesma linha.

A

Matematicamente, para cada linha :i

∣a ​∣ >ii ​ ∣a ​∣
j=1,j=i

∑
n

ij

✓ Condição Satisfeita
O Método de Jacobi garante a convergência 
para a solução única do sistema, 
independentemente da estimativa inicial.

Selo de garantia para convergência!

? Condição Não Satisfeita
O método ainda pode convergir, mas não há 
garantia. A convergência pode depender da 
estimativa inicial ou pode não ocorrer.

Análise mais rigorosa necessária.

Importante: Esta é uma condição suficiente, mas não necessária. Isso significa que, mesmo que uma 
matriz não seja estritamente diagonal dominante, o método de Jacobi ainda pode convergir. A diagonal 
dominante apenas nos dá uma certeza. Em casos onde a condição não é atendida, a convergência pode 
depender da estimativa inicial ou pode não ocorrer. A análise de convergência mais rigorosa envolve o raio 
espectral da matriz de iteração, um tópico mais avançado em Análise Numérica.



Implementação Computacional
Dando Vida ao Algoritmo com Python
No mundo moderno, a teoria ganha vida através da programação. Implementar o Método de Jacobi em 
linguagens como Python (com bibliotecas como NumPy) ou MATLAB é relativamente direto e permite resolver 
sistemas muito maiores do que seria possível manualmente. A beleza das ferramentas computacionais é que 
elas abstraem a complexidade dos cálculos repetitivos, permitindo-nos focar na lógica do algoritmo e na 
interpretação dos resultados.

Estrutura de Implementação em Python

import numpy as np

def jacobi(A, b, x0, tol, max_iter):
    n = len(b)
    x = x0.copy()  # Cópia da estimativa inicial
    x_new = np.zeros(n)  # Vetor para armazenar a nova iteração
    
    for k in range(max_iter):
        for i in range(n):
            soma = 0
            for j in range(n):
                if i != j:
                    soma += A[i, j] * x[j]
            x_new[i] = (b[i] - soma) / A[i, i]
        
        # Verificar critério de parada (norma do erro absoluto)
        if np.linalg.norm(x_new - x) < tol:
            print(f"Convergido em {k+1} iterações.")
            return x_new
        
        x = x_new.copy()  # Atualiza x para a próxima iteração
    
    print(f"Máximo de {max_iter} iterações atingido sem convergência.")
    return x

Parâmetros da Função

A
Matriz de coeficientes do sistema

b
Vetor de termos independentes

x0
Estimativa inicial da solução

tol
Tolerância para o critério de parada

max_iter
Número máximo de iterações permitidas

A função np.linalg.norm calcula a norma do vetor, essencial para o critério de parada. Essa estrutura permite 
que engenheiros, cientistas de dados e pesquisadores apliquem o método a problemas complexos, como 
simulações de redes elétricas, modelagem de transferência de calor ou análise de dados em larga escala, 
onde a eficiência computacional é primordial.



Vantagens e Desvantagens
Conhecendo a Ferramenta
Como toda ferramenta, o Método de Jacobi possui seus pontos fortes e fracos. Conhecê-los nos ajuda a 
decidir quando ele é a escolha mais adequada para um determinado problema. É como escolher entre uma 
chave de fenda Phillips e uma de fenda de fenda reta: ambas servem para apertar parafusos, mas cada uma é 
ideal para um tipo específico.

✓ Vantagens

Simplicidade

O algoritmo é conceitualmente fácil de 
entender e implementar. A lógica de isolar 
cada variável e atualizar os valores é direta.

Paralelismo Intrínseco

Como cada componente  é calculado 
usando apenas os valores da iteração anterior 

, os cálculos para cada  são 
independentes entre si dentro de uma mesma 
iteração. Ideal para computação paralela.

x ​i
(k+1)

x(k) x ​i

Baixo Requisito de Memória

Para sistemas esparsos (com muitos zeros na 
matriz ), Jacobi pode ser muito eficiente em 
termos de memória, pois não precisa 
armazenar a matriz completa de forma densa.

A

✗ Desvantagens

Lenta Convergência

Em muitos casos, o Método de Jacobi 
converge mais lentamente do que outros 
métodos iterativos (como o Gauss-Seidel). Isso 
significa que pode exigir um grande número de 
iterações para atingir a precisão desejada.

Condições de Convergência

A convergência não é garantida para todos os 
sistemas. A condição de diagonal dominante, 
embora suficiente, não é sempre satisfeita, e 
em alguns casos, o método pode divergir.

Não Aproveita Informação Recente

A principal desvantagem em comparação com 
Gauss-Seidel é que Jacobi usa apenas os 
valores da iteração anterior para calcular todos 
os novos valores. Ele não aproveita os valores 
de  que já foram calculados na mesma 
iteração.

x ​j
(k+1)

Apesar de suas limitações, Jacobi é um excelente ponto de partida para entender os métodos iterativos e 
serve como base para métodos mais avançados.



Jacobi vs. Métodos Diretos
Uma Perspectiva Comparativa
Chegamos a um ponto crucial: quando usar Jacobi e quando optar por métodos diretos como a Eliminação de 
Gauss? A escolha não é arbitrária; ela depende das características do problema e dos recursos 
computacionais disponíveis. Pense em construir uma casa: para uma pequena cabana, ferramentas manuais 
são suficientes; para um arranha-céu, você precisa de guindastes e máquinas pesadas.

Quadro Comparativo Detalhado

Característica Métodos Diretos
(Ex: Eliminação de Gauss)

Métodos Iterativos
(Ex: Jacobi)

Solução Exata (precisão da máquina) Aproximada (depende da 
tolerância)

Número de Passos Finito e previsível Variável, depende da 
convergência e tolerância

Custo Computacional Alto para grandes sistemas (
)

O(n )3 Mais eficiente para grandes 
sistemas e matrizes esparsas

Memória Alto para grandes sistemas 
(matrizes densas)

Mais baixo para matrizes 
esparsas

Convergência Sempre converge (se sistema não 
singular)

Não garantida (depende das 
propriedades da matriz)

Paralelismo Limitado Alto potencial de paralelização 
(Jacobi)

Quando Usar Cada Método?

Métodos Diretos

Sistemas pequenos e médios

Quando precisão exata é primordial

Matrizes densas

Número de operações previsível

Métodos Iterativos

Sistemas muito grandes

Matrizes esparsas

Solução aproximada aceitável

Eficiência computacional crítica

Em resumo, para sistemas pequenos e médios, ou quando a precisão exata é primordial, os métodos diretos 
são a melhor escolha. Para sistemas muito grandes, esparsos, ou quando uma solução aproximada é aceitável 
e a eficiência computacional é crítica, os métodos iterativos como Jacobi são indispensáveis.



Aplicações Reais do Método de Jacobi
Onde a Teoria Encontra a Prática
A Análise Numérica não é apenas um exercício acadêmico; ela é a espinha dorsal de muitas inovações 
tecnológicas e científicas. O Método de Jacobi, com sua capacidade de lidar com sistemas de equações 
lineares de grande porte, encontra aplicações em diversas áreas, conectando diretamente a teoria que 
estudamos com o mundo profissional.

Engenharia Estrutural
Ao projetar pontes, edifícios ou 
aeronaves, os engenheiros 
precisam calcular as tensões e 
deformações em milhares de 
pontos da estrutura. Isso 
geralmente se traduz em sistemas 
de equações lineares massivos, 
onde Jacobi (ou variantes mais 
avançadas) pode ser usado para 
encontrar as soluções de forma 
eficiente, garantindo a segurança 
e a estabilidade das construções.

Simulações de Circuitos 
Elétricos
Na análise de redes elétricas 
complexas, como as de uma 
cidade inteira ou de um chip de 
computador, as leis de Kirchhoff 
geram sistemas de equações que 
descrevem as correntes e tensões. 
Métodos iterativos são 
empregados para resolver esses 
sistemas, permitindo o projeto e a 
otimização de sistemas elétricos.

Transferência de Calor e 
CFD
Em áreas como a previsão do 
tempo, o projeto de motores ou a 
simulação do fluxo sanguíneo, as 
equações diferenciais parciais que 
governam esses fenômenos são 
frequentemente discretizadas em 
sistemas de equações lineares. 
Jacobi pode ser usado para 
simular a distribuição de 
temperatura em um objeto ou o 
comportamento de fluidos, 
auxiliando no desenvolvimento de 
produtos e na pesquisa científica.

Processamento de 
Imagens
Algoritmos de processamento de 
imagens, como remoção de ruído 
ou realce de bordas, podem 
envolver a resolução de sistemas 
lineares. Métodos iterativos são 
úteis para processar grandes 
volumes de dados de imagem de 
forma eficiente.

Ciência de Dados e 
Machine Learning
Embora não seja diretamente um 
algoritmo de machine learning, a 
resolução de sistemas lineares é 
uma operação fundamental em 
muitos algoritmos de otimização e 
modelos estatísticos. Em cenários 
de Big Data, onde as matrizes 
podem ser gigantescas e 
esparsas, a eficiência dos 
métodos iterativos é crucial para 
treinar modelos e realizar análises.

Conclusão: Esses exemplos mostram que o Método de Jacobi não é apenas uma curiosidade matemática, 
mas uma ferramenta prática e poderosa que sustenta muitas das tecnologias e análises que usamos e 
dependemos hoje.



A Importância da Diagonal Dominante
Na Prática
Vimos que a condição de diagonal dominante é um "selo de garantia" para a convergência do Método de 
Jacobi. Mas qual é a intuição por trás disso e como ela se manifesta na prática? Imagine que você está 
tentando resolver um quebra-cabeça onde cada peça (variável) é fortemente influenciada por si mesma e 
apenas marginalmente pelas outras peças.

Intuição Matemática

Quando uma matriz é diagonal dominante, significa que o coeficiente da variável que estamos isolando em 
cada equação é significativamente maior do que a soma dos coeficientes das outras variáveis naquela mesma 
equação. Isso implica que a mudança no valor de uma variável  é predominantemente determinada pelo seu 
próprio termo  e pelo termo independente , e menos pelos valores das outras variáveis .

x ​i

a ​xii i bi x ​j

Cenário Sem Diagonal Dominante

Atenção: Se a matriz não for diagonal dominante, a influência das outras variáveis pode ser tão 
grande ou maior que a da própria variável. Isso pode levar a oscilações selvagens ou até mesmo a 
uma divergência, onde as estimativas se afastam cada vez mais da solução verdadeira. É como 
tentar equilibrar uma pilha de blocos onde cada bloco é muito instável e fortemente influenciado 
pelos movimentos dos outros, tornando o equilíbrio final difícil de alcançar.

Verificação Prática: Portanto, ao se deparar com um sistema de equações, a primeira verificação prática 
para aplicar Jacobi é sempre a condição de diagonal dominante. Se ela for satisfeita, você tem uma boa 
chance de sucesso. Se não for, talvez seja necessário reordenar as equações (se possível) para tentar 
alcançar a dominância diagonal, ou considerar outros métodos iterativos.

Autocorreção Forte
O novo valor de  é fortemente 

puxado para o valor que 
satisfaria a -ésima equação

x ​i

i

Influência Menor
A influência das outras variáveis 
é menor, tornando os ajustes 
mais estáveis

Convergência Confiável
Os ajustes tendem a ser 
direcionados, levando a uma 
convergência mais rápida



O Papel da Estimativa Inicial
E a Convergência
A escolha da estimativa inicial  no Método de Jacobi é um ponto interessante. Para sistemas que 
satisfazem a condição de diagonal dominante, o método de Jacobi converge independentemente da 
estimativa inicial. Isso é uma grande vantagem, pois simplifica a implementação: podemos simplesmente 
começar com um vetor de zeros, por exemplo, e ter a certeza de que o método eventualmente encontrará a 
solução.

x(0)

Convergência Garantida

Diagonal Dominante

Converge independentemente de x(0)

✓ Garantia de convergência

Estimativa Inicial

Pode ser qualquer vetor (ex: zeros)

Simplicidade na implementação

Velocidade de Convergência

Estimativa Próxima

Convergência em menos iterações

Estimativa Distante

Mais iterações necessárias

Cenários Práticos

Em cenários práticos, especialmente em simulações onde um sistema é resolvido repetidamente com 
pequenas variações nos parâmetros, a solução da iteração anterior pode ser usada como uma excelente 
estimativa inicial para a próxima rodada de cálculos. Isso acelera significativamente o processo, pois o 
sistema já está "quente" e a convergência é alcançada em poucas iterações.

Sistemas Não Diagonal Dominantes

Para sistemas que não são estritamente diagonal dominantes (mas que ainda podem convergir), a 
escolha da estimativa inicial pode se tornar mais crítica. Uma má estimativa inicial pode levar à 
divergência, enquanto uma boa pode ainda permitir a convergência. Nesses casos, a intuição do 
problema físico ou a experiência prévia podem guiar a escolha de um  mais adequado.x(0)

Resumo: Embora a estimativa inicial não afete a existência da convergência para sistemas diagonal 
dominantes, ela tem um impacto direto na eficiência do processo iterativo.



Desafios e Considerações Avançadas
Preparando-se para o Futuro
Embora o Método de Jacobi seja uma excelente introdução aos métodos iterativos, ele não está isento de 
desafios e há considerações mais avançadas que surgem em problemas do mundo real. Entender esses 
pontos nos prepara para cenários mais complexos e para a próxima etapa em nossa jornada pela Análise 
Numérica.

Velocidade de 
Convergência
Um dos principais desafios é 
a velocidade de 
convergência. Para muitos 
sistemas, Jacobi pode ser 
lento. Isso é particularmente 
problemático quando a matriz 

 é grande e não é "tão" 
diagonal dominante. Nesses 
casos, o número de iterações 
pode ser excessivo, tornando 
o método impraticável mesmo 
com computadores potentes. 
É como tentar encher uma 
piscina com um conta-gotas: 
você vai conseguir, mas vai 
demorar muito.

A

Precondicionamento
Para acelerar a convergência 
de métodos iterativos, ou até 
mesmo para forçar a 
convergência em sistemas 
que não são diagonal 
dominantes, técnicas de 
precondicionamento são 
frequentemente empregadas. 
O precondicionamento 
envolve transformar o sistema 
original  em um sistema 
equivalente  
(ou alguma outra forma), onde 
a nova matriz  tem 
propriedades de convergência 
muito melhores. A escolha da 
matriz  (o precondicionador) 
é uma arte e uma ciência em 
si, e é um campo ativo de 
pesquisa em álgebra linear 
numérica.

Ax = b

M Ax =−1 M b−1

M A−1

M

Armazenamento e 
Operações
Para sistemas muito grandes e 
esparsos, a forma como a 
matriz é armazenada na 
memória (por exemplo, 
usando formatos como CSR - 
Compressed Sparse Row) e 
como as operações são 
realizadas pode ter um 
impacto significativo no 
desempenho. A otimização 
dessas operações é crucial 
para a eficiência em larga 
escala.

Próximos Passos: Esses desafios nos levam naturalmente a métodos iterativos mais sofisticados, como o 
Método de Gauss-Seidel (que veremos a seguir), que tenta superar algumas das limitações de Jacobi, e 
outros métodos como o Gradiente Conjugado, que são ainda mais poderosos para certas classes de 
problemas.



A Conexão com o Futuro
Jacobi como Base para Métodos Modernos
O Método de Jacobi, apesar de sua simplicidade e, por vezes, sua convergência mais lenta, serve como uma 
pedra fundamental para a compreensão de métodos iterativos mais avançados. Ele nos ensina os princípios 
básicos de como uma solução pode ser refinada passo a passo, uma ideia que é central para muitos 
algoritmos modernos.

1

Jacobi
Motor a vapor dos métodos iterativos

2

Gauss-Seidel
Evolução direta com otimização

3

Métodos de Relaxamento
Técnicas mais complexas

4

Multi-grid
Simulações científicas de ponta

Conceitos Fundamentais que Ressoam

Decomposição Matricial

A ideia de decompor uma matriz e usar a parte 
diagonal para isolar variáveis é um conceito que 
ressoa em técnicas mais complexas.

Paralelização

A capacidade de paralelizar os cálculos é um 
pilar da computação de alto desempenho, onde 
problemas massivos são divididos e resolvidos 
simultaneamente.

Refinamento Iterativo

O processo de melhorias incrementais que levam 
a soluções precisas para desafios complexos.

Intuição Numérica

Desenvolver uma compreensão profunda sobre 
como os computadores "pensam" para resolver 
problemas.

Valor do Aprendizado: Em essência, dominar o Método de Jacobi não é apenas aprender um 
algoritmo; é desenvolver uma intuição sobre a natureza iterativa da resolução de problemas 
numéricos. É entender como pequenas melhorias incrementais podem, ao longo do tempo, levar a 
soluções precisas para desafios que, à primeira vista, parecem intransponíveis. Essa intuição é 
inestimável para qualquer profissional que lide com modelagem matemática e computacional, seja 
em pesquisa, desenvolvimento de software ou análise de dados.



Resumo das Tendências e Práticas Atuais
Alinhamento com o Mercado
Para garantir que nosso aprendizado esteja alinhado com as demandas do mercado e as inovações 
tecnológicas, é importante revisitar as tendências que influenciam a Análise Numérica hoje. O Método de 
Jacobi, embora clássico, se insere nesse contexto de várias maneiras.

Foco em Aplicações Práticas
A ênfase não está apenas em resolver a equação, 
mas em entender por que estamos resolvendo-a 
e o que a solução significa no contexto de um 
problema real. Seja na engenharia, física ou 
finanças, a capacidade de traduzir um problema 
físico em um sistema de equações e depois 
aplicar um método numérico é a habilidade mais 
valorizada.

Integração com Ferramentas 
Computacionais
A era digital exige que os profissionais sejam 
proficientes no uso de softwares e linguagens de 
programação. A discussão sobre a 
implementação em Python com NumPy e SciPy 
(ou MATLAB) reflete a realidade de que a Análise 
Numérica é inseparável da computação. Entender 
o algoritmo é o primeiro passo; saber como 
codificá-lo e otimizá-lo é o que o torna aplicável 
em larga escala.

Big Data e Matrizes Esparsas
Com o volume crescente de dados, muitos 
problemas resultam em sistemas lineares com 
matrizes gigantescas, mas esparsas (muitos 
zeros). Métodos iterativos como Jacobi são 
particularmente adequados para esses cenários, 
pois podem ser mais eficientes em termos de 
memória e tempo de computação do que os 
métodos diretos. A otimização para matrizes 
esparsas é uma área ativa de pesquisa e 
desenvolvimento.

Computação Paralela
A capacidade de Jacobi de ter seus cálculos 
paralelizados é uma vantagem significativa em 
um mundo onde a computação de alto 
desempenho é cada vez mais acessível. A 
exploração de como dividir o trabalho entre 
múltiplos processadores é fundamental para 
resolver problemas que antes eram intratáveis.

Preparação para o Futuro: Ao dominar o Método de Jacobi, você não está apenas aprendendo uma 
técnica isolada, mas construindo uma base sólida que o conecta a essas tendências, preparando-o para os 
desafios e oportunidades do futuro em diversas áreas.



Em Prática
O Método de Jacobi no Seu Dia a Dia Profissional
O Método de Jacobi, embora possa parecer um conceito puramente matemático, tem implicações diretas em 
como você abordará problemas complexos em sua carreira. Ele ensina a importância de decompor um 
problema grande em partes menores e iterar sobre elas para encontrar uma solução. Essa mentalidade 
iterativa é valiosa em engenharia, onde projetos são desenvolvidos em fases; em ciência de dados, onde 
modelos são refinados continuamente; e em pesquisa, onde hipóteses são testadas e ajustadas. 
Compreender suas condições de convergência e limitações também desenvolve seu senso crítico para 
escolher a ferramenta certa para cada desafio.

Decomposição de 
Problemas
Aprenda a dividir desafios 
complexos em partes gerenciáveis 
e iterativas.

Mentalidade Iterativa
Desenvolva a habilidade de refinar 
soluções continuamente até atingir 
a precisão desejada.

Senso Crítico
Entenda quando aplicar cada 
método e quais são suas 
limitações em diferentes 
contextos.



Autoavaliação
Teste Seus Conhecimentos
01

Questão 1
Qual é a principal vantagem dos 
métodos iterativos, como Jacobi, 
em comparação com métodos 
diretos para resolver sistemas de 
equações lineares de grande 
porte?

Garantem sempre a solução 
exata em um número finito de 
passos.

1.

São mais eficientes em termos 
de tempo e memória para 
sistemas grandes e esparsos.

2.

Não exigem uma estimativa 
inicial para iniciar o processo.

3.

Convergem para a solução 
independentemente das 
propriedades da matriz do 
sistema.

4.

02

Questão 2
A condição de diagonal dominante 
para uma matriz  é:A

Necessária e suficiente para a 
convergência do Método de 
Jacobi.

1.

Suficiente, mas não necessária, 
para a convergência do Método 
de Jacobi.

2.

Apenas necessária, mas não 
suficiente, para a convergência 
do Método de Jacobi.

3.

Irrelevante para a convergência 
do Método de Jacobi.

4.

03

Questão 3
Ao calcular  na iteração  
do Método de Jacobi, quais 
valores são utilizados no somatório 

?

x ​i
(k+1)

k + 1

​ a ​x ​∑
j=1,j=i
n

ij j

Apenas os valores de  que 
já foram calculados na mesma 
iteração.

1. x ​j
(k+1)

Apenas os valores de  da 
iteração anterior.

2. x ​

j
(k)

Uma combinação de valores de 
 e .

3.
x ​j

(k)
x ​j

(k+1)

Os valores exatos da solução, 
que são desconhecidos.

4.

04

Questão 4
Em uma implementação computacional do Método de 
Jacobi, qual é a principal função de um critério de 
parada como a tolerância ( )?ϵ

Garantir que o método sempre converja para a 
solução exata.

1.

Definir o número máximo de iterações para evitar 
loops infinitos.

2.

Determinar quando a solução aproximada atingiu 
uma precisão aceitável.

3.

Acelerar a velocidade de convergência do 
algoritmo.

4.

05

Questão 5 (Dissertativa)
Explique como o Método de Jacobi se diferencia do 
Método de Gauss-Seidel em termos de como os 
valores das variáveis são atualizados dentro de uma 
mesma iteração, e qual a implicação dessa diferença 
na velocidade de convergência.



Gabarito
Respostas Corretas

Questão 1
Resposta: b) São mais eficientes em termos de 
tempo e memória para sistemas grandes e 
esparsos.

Questão 2
Resposta: b) Suficiente, mas não necessária, 
para a convergência do Método de Jacobi.

Questão 3
Resposta: b) Apenas os valores de  da 
iteração anterior.

x ​j
(k)

Questão 4
Resposta: c) Determinar quando a solução 
aproximada atingiu uma precisão aceitável.



Próxima Aula
Aula 12 – Método Iterativo de Gauss-Seidel
Na Aula 12 – Método Iterativo de Gauss-Seidel, aprofundaremos nossa compreensão dos métodos iterativos, 
explorando uma variação do Método de Jacobi que, em muitos casos, oferece uma convergência mais rápida 
e eficiente. Veremos como uma pequena mudança na forma de atualização das variáveis pode ter um grande 
impacto no desempenho do algoritmo.

Recursos Adicionais

Livros de Análise 
Numérica
Para aprofundar a teoria e ver 
mais exemplos (ex: "Análise 
Numérica" de Richard L. 
Burden e J. Douglas Faires).

Documentação NumPy 
e SciPy
Para explorar as funções de 
álgebra linear e otimização em 
Python (útil para 
implementação).

Cursos Online 
(Coursera, edX)
Para ver implementações 
práticas e exercícios 
interativos (busque por 
"Numerical Methods" ou 
"Linear Algebra").

NOTA IMPORTANTE: As informações técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte 
sempre fontes oficiais e a literatura mais recente para verificar alterações e avanços na área de 
Análise Numérica.


