
Aula 8 3 Mudança de Variáveis em Integrais 
Múltiplas e o Jacobiano
Desvendando o Jacobiano: A Chave para Integrais Múltiplas Complexas

Bem-vindos à Aula 8 do nosso Curso de Cálculo Avançado e Aplicações! Se você já se sentiu intimidado por 
integrais duplas ou triplas que parecem impossíveis de resolver, ou se a região de integração mais se parece com 
uma obra de arte abstrata do que com uma forma geométrica simples, você está no lugar certo. Esta aula é a sua 
porta de entrada para um mundo onde a complexidade se dissolve, e problemas que antes pareciam 
intransponíveis se tornam elegantes e solucionáveis.

Nosso objetivo aqui é claro: queremos equipá-lo com uma ferramenta poderosa que não só simplifica o cálculo de 
integrais em regiões complicadas, mas também aprofunda sua compreensão sobre como as transformações 
funcionam no espaço matemático. Ao final desta aula, você será capaz de identificar quando e como aplicar a 
mudança de variáveis, entenderá o papel crucial do Jacobiano e estará apto a resolver integrais que antes 
pareciam exclusivas de gênios da matemática.

A relevância deste tema vai muito além da sala de aula. Em áreas como Ciência de Dados, a otimização de 
algoritmos frequentemente depende da capacidade de integrar sobre espaços de alta dimensão com distribuições 
complexas. Na Engenharia, a modelagem de sistemas dinâmicos ou o cálculo de propriedades de materiais com 
geometrias irregulares exige essa flexibilidade. Na Física, do eletromagnetismo à mecânica quântica, e até mesmo 
na Economia, para modelar funções de utilidade ou otimizar recursos, a mudança de variáveis é uma habilidade 
indispensável.

Nesta jornada, vamos começar revisitando a ideia de transformações de coordenadas, para então mergulhar no 
coração da aula: o determinante Jacobiano e sua interpretação geométrica como um fator de escala. Em seguida, 
desvendaremos o Teorema da Mudança de Variáveis para integrais duplas e triplas, e fecharemos com aplicações 
práticas que mostram como essa técnica simplifica integrais complexas, tanto em transformações lineares quanto 
não lineares. Prepare-se para expandir seus horizontes no cálculo!



O Desafio das Integrais "Quadradas" e a 
Busca por Formas Simples
Imagine que você precisa calcular a área de um terreno. Se esse terreno é um retângulo perfeito, a tarefa é trivial: 
base vezes altura. Mas e se o terreno tem uma forma irregular, como uma folha de árvore ou uma mancha de café? 
Calcular a área diretamente pode ser um pesadelo, exigindo subdivisões complexas e limites de integração que 
mudam constantemente.

No mundo das integrais múltiplas, enfrentamos um desafio semelhante. Muitas vezes, a função que queremos 
integrar é simples, mas a região de integração é tão complicada que definir os limites se torna a parte mais difícil 
do problema. Pense em uma integral dupla sobre uma elipse, ou uma integral tripla sobre um volume em forma de 
donut. Tentar descrever essas regiões usando coordenadas cartesianas (x, y, z) pode levar a expressões 
algébricas extensas e limites de integração que são funções complexas, tornando o cálculo quase impraticável.

É aqui que a ideia de transformações de coordenadas entra em cena como uma verdadeira salvação. 
Assim como um topógrafo pode usar diferentes sistemas de coordenadas para mapear um terreno, nós 
podemos "re-mapear" nossa região de integração para um novo sistema de coordenadas.

O objetivo é transformar uma região complexa em um sistema de coordenadas em uma região muito mais simples 
em outro sistema, como um retângulo ou um paralelepípedo. Isso simplifica drasticamente a definição dos limites 
de integração, que se tornam constantes ou funções muito mais simples.

Essa mudança de perspectiva é como tentar encaixar uma peça de quebra-cabeça. Se a peça não se encaixa de 
um jeito, talvez girá-la ou virá-la a faça se encaixar perfeitamente. No cálculo, essa "virada" é a transformação de 
coordenadas, e ela nos permite resolver problemas que, de outra forma, seriam intratáveis.



Mapeando o Mundo: Transformações no 
Plano
Para entender a mudança de variáveis, precisamos primeiro compreender o que são as transformações de 
coordenadas. Pense em um mapa. Você pode ter um mapa que usa coordenadas geográficas (latitude e longitude) 
ou um que usa coordenadas cartesianas (distância de um ponto de origem). Ambos descrevem o mesmo local, 
mas de maneiras diferentes. Uma transformação de coordenadas é exatamente isso: uma "receita" para converter 
pontos de um sistema de coordenadas para outro.

01

Definição da Transformação
Para cada ponto (x, y) em nosso 
sistema original, existe um ponto 
correspondente (u, v) em um novo 
sistema

02

Funções de Mapeamento
Essa relação é dada por um par de 
funções: x = g(u, v) e y = h(u, v)

03

Exemplo Clássico
Coordenadas polares: x = r cos(») e 
y = r sen(»)

Imagine que você tem uma imagem digital. Você pode aplicar uma transformação para esticá-la, girá-la ou 
distorcê-la. Cada pixel (x, y) da imagem original é mapeado para uma nova posição (x', y') na imagem 
transformada. No cálculo, fazemos algo similar com as regiões de integração. Uma região circular no plano (x, y) 
se torna um retângulo no plano (r, »), com limites de integração muito mais fáceis de definir.

Exemplo Prático: Considere a transformação linear x = 2u e y = 3v. Um quadrado no plano (u, v) com vértices 
(0,0), (1,0), (0,1), (1,1) será transformado em um retângulo no plano (x, y) com vértices (0,0), (2,0), (0,3), (2,3). As 
dimensões mudaram, mas a forma básica (retângulo) foi preservada, apenas escalada.

Esse é o poder das transformações: simplificar a geometria da região.



Mapeando o Mundo: Transformações no 
Espaço
A ideia de transformar coordenadas não se limita a duas dimensões; ela se estende naturalmente para o espaço 
tridimensional. Aqui, um ponto (x, y, z) no sistema cartesiano original é mapeado para um ponto (u, v, w) em um 
novo sistema, através de três funções: x = g(u, v, w), y = h(u, v, w) e z = k(u, v, w).

Coordenadas Cilíndricas
Transformação:

x = r cos(»)

y = r sen(»)

z = z

Ideal para: Cilindros, cones, paraboloides

Coordenadas Esféricas
Transformação:

x = Ä sen(Ç) cos(»)

y = Ä sen(Ç) sen(»)

z = Ä cos(Ç)

Ideal para: Esferas, cones com vértice na origem

As coordenadas cilíndricas são uma extensão das polares, adicionando uma coordenada z que permanece 
inalterada. Elas são ideais para regiões que possuem simetria em torno de um eixo, como cilindros, cones ou 
paraboloides. Imagine um tubo: em coordenadas cilíndricas, ele é descrito por r constante entre dois valores, » de 
0 a 2Ã, e z entre dois valores. Isso é um simples paralelepípedo no espaço (r, », z).

Já as coordenadas esféricas são perfeitas para regiões com simetria esférica. Uma esfera, que em 
coordenadas cartesianas é x² + y² + z² = R², em coordenadas esféricas é simplesmente Ä = R. Isso 
transforma uma esfera em um paralelepípedo no espaço (Ä, Ç, »), com limites 0 f Ä f R, 0 f Ç f Ã, 0 f » f 
2Ã.

Essas transformações são como ter diferentes tipos de "réguas" e "transferidores" para medir e descrever o 
espaço. Escolher a régua certa pode transformar um problema de medição complexo em algo tão simples quanto 
medir um bloco retangular.



O Fator de Escala Secreto: Introduzindo o 
Jacobiano
Até agora, falamos sobre como as transformações mudam a forma de uma região. Mas há um detalhe crucial que 
não podemos ignorar: quando mudamos de coordenadas, o "tamanho" dos elementos infinitesimais de área ou 
volume também muda. Se em coordenadas cartesianas um pequeno retângulo tem área dA = dx dy, em um novo 
sistema de coordenadas (u, v), o elemento de área correspondente não será simplesmente du dv. Ele será dA = |J| 
du dv, onde |J| é o fator de escala da transformação.

Analogia da Moeda
Pense nisso como uma troca de 
moedas. Se você tem dólares e quer 
convertê-los para euros, você não 
pode simplesmente dizer "um dólar 
é um euro". Há uma taxa de câmbio. 
Essa taxa de câmbio é o nosso fator 
de escala.

O Jacobiano
No cálculo, quando transformamos 
uma pequena "área" du dv no plano 
(u, v) para uma pequena "área" dx 
dy no plano (x, y), essa área é 
esticada ou encolhida. O Jacobiano 
é a "taxa de câmbio" que nos diz o 
quanto essa área foi alterada.

Determinante Jacobiano
Esse fator de escala é capturado 
pelo Determinante Jacobiano. Ele é 
o determinante de uma matriz 
especial, chamada matriz 
Jacobiana, que contém todas as 
derivadas parciais das funções de 
transformação.

Interpretação Geométrica: O valor absoluto do Jacobiano representa a razão entre a área (ou volume) do 
elemento infinitesimal transformado e a área (ou volume) do elemento infinitesimal original. Se o Jacobiano for 
2, significa que a transformação dobrou a área do elemento infinitesimal. Se for 0.5, ela o reduziu pela metade.

Sem esse fator de escala, nossa integral estaria calculando a "soma" de elementos de área ou volume que não 
correspondem corretamente aos elementos originais após a transformação. É como tentar somar o valor de 
moedas de diferentes países sem considerar suas taxas de câmbio. O Jacobiano garante que a "soma" (a integral) 
seja precisa, independentemente do sistema de coordenadas que estamos usando.



Calculando o Jacobiano: A Receita 
Matemática
Agora que entendemos a importância do Jacobiano como fator de escala, vamos ver como ele é calculado. O 
Jacobiano é o determinante de uma matriz de derivadas parciais, e sua forma depende do número de variáveis 
envolvidas na transformação.

Para Duas Variáveis
Onde x = g(u, v) e y = h(u, v), o Determinante 
Jacobiano é:
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Para Três Variáveis
Onde x = g(u, v, w), y = h(u, v, w) e z = k(u, v, w), o 
Jacobiano é o determinante da matriz 3x3:
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Exemplo: Coordenadas Polares

Vamos calcular o Jacobiano para as coordenadas polares, onde x = r cos(») e y = r sen(»):

01

Calcule as derivadas 
parciais

"x/"r = cos(»)

"x/"» = -r sen(»)

"y/"r = sen(»)

"y/"» = r cos(»)

02

Monte a matriz e calcule o 
determinante

J =     

cos(»)
sin(»)

2r sin(»)
r cos(»)

03

Resultado final
J = (cos(»))(r cos(»)) - (-r sen(»))
(sen(»))

J = r cos²(») + r sen²(») = r(cos²(») 
+ sen²(»)) = r

Portanto, para coordenadas polares, o fator de escala é r. Isso significa que dA = dx dy = r dr d». Esse r é 
o Jacobiano, e é por isso que ele sempre aparece nas integrais polares! É a "taxa de câmbio" que garante 
a equivalência de áreas.



O Teorema da Mudança de Variáveis para 
Integrais Duplas
Com o Jacobiano em mãos, estamos prontos para o cerne da questão: o Teorema da Mudança de Variáveis para 
Integrais Duplas. Este teorema nos dá a "fórmula mágica" para reescrever uma integral em um novo sistema de 
coordenadas.

Imagine que você está em um supermercado e precisa comprar frutas. Você pode comprar por quilo ou por 
unidade. Se você muda de "unidade" (coordenadas) para "quilo" (novas coordenadas), precisa de um fator de 
conversão para que o preço final (a integral) seja o mesmo. O Jacobiano é esse fator.

O Teorema

Se temos uma integral dupla sobre uma região R no plano (x, y), e fazemos uma transformação x = g(u, v), y = h(u, 
v) que mapeia uma região S no plano (u, v) para R, então:

 f(x, y) dA =,
R

 f(g(u, v),h(u, v))    du dv,
S "(u, v)

"(x, y)

Ou, de forma mais compacta:

 f(x, y) dx dy =,
R

 f(x(u, v), y(u, v))#J # du dv,
S

Exemplo Prático

Vamos calcular a integral , onde D é o disco x² + y² f 4. e dA.
D

x +y2 2

Transformação
Coordenadas polares: x = r cos(»), y = r sen(»)

Jacobiano
Já sabemos que |J| = r

Função
f(x, y) = e^(x² + y²) = e^(r²)

Região S
0 f r f 2, 0 f » f 2Ã

Agora, a integral se torna:

 e #r# dr d» =,
S

r2
  e r dr d»+

0

2Ã +
0

2
r2

Essa é uma integral muito mais simples de resolver! A integral interna + ² e^(r²) r dr pode ser resolvida por 
substituição (u = r², du = 2r dr). O resultado final será Ã(et - 1).



O Teorema da Mudança de Variáveis para 
Integrais Triplas
A lógica por trás da mudança de variáveis se estende perfeitamente para as integrais triplas. Se no plano o 
Jacobiano nos dava um fator de escala para a área, no espaço tridimensional ele nos dará um fator de escala para 
o volume.

Imagine que você está medindo o volume de um objeto complexo, como uma nuvem de gás. Se você pudesse 
"comprimir" ou "esticar" essa nuvem para que ela se tornasse um cubo perfeito, seria muito mais fácil calcular seu 
volume. O Jacobiano é o que nos permite fazer essa "compressão" ou "esticamento" de forma matematicamente 
precisa.

O Teorema para Integrais Triplas

Se temos uma integral tripla sobre uma região R no espaço (x, y, z), e fazemos uma transformação x = g(u, v, w), y 
= h(u, v, w), z = k(u, v, w) que mapeia uma região S no espaço (u, v, w) para R, então:

f(x, y, z) dV =/
R

 f(x(u, v,w), y(u, v,w), z(u, v,w))#J # du dv dw/
S

Exemplo: Volume de uma Esfera

Vamos calcular o volume de uma esfera de raio a, usando coordenadas esféricas. O volume é dado por , 
onde B é a esfera x² + y² + z² f a².

 1 dV/
B

Transformação
Coordenadas esféricas:

x = Ä sen(Ç) cos(»)

y = Ä sen(Ç) sen(»)

z = Ä cos(Ç)

Jacobiano
Para coordenadas esféricas:

|J| = Ã² sen(Ç)

(O cálculo é mais extenso, mas 
este é o resultado!)

Região S
A esfera se torna um 
paralelepípedo:

0 f Ä f a

0 f Ç f Ã

0 f » f 2Ã

A integral se torna:

 1 ç/
S

#Ä sin(×)# dÄ d× d» =2
   Ä sin(×) dÄ d× d»+

0

2Ã

+
0

Ã

+
0

a
2

Resolvendo essa integral iterada:

+ _ Ä² dÄ = [Ä³/3] _ = a³/3

+ Ã sen(Ç) dÇ = [-cos(Ç)] Ã = 2

+ ²Ã 1 d» = 2Ã

Multiplicando os resultados: (a³/3) × 2 × (2Ã) = (4/3)Ãa³. Este é o volume conhecido de uma esfera, 
demonstrando o poder da mudança de variáveis.



Aplicações Práticas: Transformações 
Lineares
As transformações de variáveis não são apenas um truque matemático; elas são ferramentas poderosas com 
aplicações concretas em diversas áreas. Comecemos pelas transformações lineares, que são aquelas onde as 
novas coordenadas são combinações lineares das antigas (e vice-versa). Exemplos incluem escala, rotação e 
cisalhamento.

Exemplo: Região Elíptica

Imagine que você está projetando uma peça mecânica com uma forma elíptica, mas precisa calcular a distribuição 
de massa sobre ela. Se a elipse for descrita por (x/a)² + (y/b)² f 1, a integral em coordenadas cartesianas é 
complicada. No entanto, se fizermos a transformação x = au e y = bv, a região elíptica no plano (x, y) se transforma 
em um simples disco u² + v² f 1 no plano (u, v).

01

Definir a Transformação
x = au e y = bv

02

Calcular o Jacobiano

J =     =
a

0
0
b

ab

03

Aplicar a Transformação
dx dy = ab du dv

A integral sobre a elipse se torna 
uma integral sobre um disco unitário

Conexão com a Engenharia

Mecânica dos Sólidos
Tensores de tensão e 
deformação descrevem 
como um material se 
deforma sob carga. A 
mudança de base para 
diagonalizar esses tensores 
é uma aplicação direta de 
transformações lineares.

Análise de Elementos 
Finitos
As transformações lineares 
são fundamentais para 
mapear elementos de 
geometria complexa para 
elementos de referência 
simples, facilitando os 
cálculos numéricos.

Momentos de Inércia
O cálculo de momentos de 
inércia para objetos com 
geometrias complexas pode 
ser simplificado através de 
transformações lineares que 
"esticam" ou "comprimem" 
a geometria.



Aplicações Práticas: Transformações Não 
Lineares
Nem todas as transformações são lineares, e é nas transformações não lineares que a mudança de variáveis 
realmente brilha, simplificando integrais que seriam virtualmente impossíveis de outra forma. As coordenadas 
polares, cilíndricas e esféricas que vimos são os exemplos mais clássicos de transformações não lineares.

Exemplo: Campo Elétrico Esférico

Considere o cálculo de um campo elétrico gerado por uma distribuição de carga em uma região com simetria 
esférica. A integral para determinar o potencial elétrico pode ser extremamente complexa em coordenadas 
cartesianas. No entanto, ao mudar para coordenadas esféricas, a função a ser integrada e a região de integração 
se simplificam drasticamente, tornando o problema solucionável.

Coordenadas Elípticas
Utilizadas para resolver problemas em geometrias 
que possuem simetrias elípticas, como a equação 
de Laplace em regiões elípticas.

Coordenadas Parabólicas
Ideais para problemas com simetria parabólica, 
frequentemente encontrados em óptica e mecânica 
de fluidos.

Conexões Interdisciplinares

Física Quântica
O cálculo de orbitais atômicos em 
Mecânica Quântica frequentemente 
utiliza coordenadas esféricas devido 
à simetria do átomo. A mudança de 
variáveis é essencial para calcular 
probabilidades em geometrias 
complexas.

Eletromagnetismo
Muitos problemas envolvem 
potenciais e campos que se 
comportam de maneira mais natural 
em coordenadas não cartesianas. A 
mudança de variáveis é essencial 
para calcular fluxos e energias.

Ciência de Dados
Na otimização de algoritmos de 
Machine Learning, transformamos 
os dados para um espaço onde eles 
são mais facilmente separáveis. A 
transformação de variáveis 
aleatórias em estatística também 
utiliza o Jacobiano.

Em Ciência de Dados, se Y = g(X), então f_Y(y) = f_X(g{¹(y)) |dg{¹/dy|. O termo |dg{¹/dy| é o Jacobiano 
para transformações de variáveis aleatórias.



Simplificando o Complexo: Estratégias e 
Dicas
A grande questão agora é: como escolher a transformação certa? Não existe uma receita única, mas algumas 
estratégias e dicas podem guiar você na hora de simplificar integrais complexas.

Olhe para a Região de Integração
Se a região é um círculo, setor circular, cilindro 
ou esfera, as coordenadas polares, cilíndricas ou 
esféricas são quase sempre a melhor escolha. Se 
a região é um paralelogramo ou elipse, uma 
transformação linear ou elíptica pode ser mais 
adequada.

Analise o Integrando
Se o integrando contém termos como x² + y² ou 
x² + y² + z², isso é um forte indício de que 
coordenadas polares, cilíndricas ou esféricas 
serão úteis. Se há termos como (x-y) ou (x+y), 
considere u = x-y e v = x+y.

Armadilhas Comuns

¦  Esquecer o 
Jacobiano
Este é o erro mais frequente. 
Lembre-se, dx dy não é du dv. 
É |J| du dv.

¦  Limites de Integração 
Incorretos
A transformação da região é 
crucial. Desenhe a região 
original e a transformada para 
garantir que os novos limites 
estejam corretos.

¦  Jacobiano Negativo
O teorema usa o valor absoluto 
do Jacobiano. Se seu cálculo 
resultar em um valor negativo, 
use o valor positivo.

Quadro Comparativo: Escolhendo a Transformação Certa

Sistema Aplicação Base/Origem Exemplo de Uso

Cartesianas (x,y,z) Regiões 
retangulares/paralelepip
édicas

Eixos ortogonais diretos Volume de um cubo, 
integral sobre um 
retângulo

Polares (r,») Regiões circulares, 
setores, anéis no plano

x=rcos», y=rsen» Área de um disco, 
integrais com x²+y²

Cilíndricas (r,»,z) Regiões com simetria 
axial

x=rcos», y=rsen», z=z Volume de um cilindro, 
fluxo através de 
superfície cilíndrica

Esféricas (Ã,Ç,») Regiões com simetria 
esférica

x=ÃsenÇcos», 
y=ÃsenÇsen», z=ÃcosÇ

Volume de uma esfera, 
problemas de potencial 
em Física

Outras (u,v,w) Regiões elípticas, 
parabólicas, 
personalizadas

Definidas por x=g(u,v), 
y=h(u,v) etc.

Integrais sobre elipses, 
simplificação de 
integrando específico



Além da Sala de Aula: O Jacobiano no 
Mundo Real
A mudança de variáveis e o Jacobiano são conceitos que transcendem o cálculo puro, encontrando aplicações em 
campos de ponta que moldam nosso mundo em 2025. Entender sua essência é ter uma ferramenta conceitual para 
abordar problemas complexos em diversas disciplinas.

Ciência de Dados e IA
O Jacobiano é fundamental na transformação 
de distribuições de probabilidade. Em modelos 
generativos, como Normalizing Flows, cadeias 
de transformações invertíveis usam o Jacobiano 
para modelar distribuições de dados 
complexas.

Robótica e Cinemática
O Jacobiano descreve como as velocidades 
angulares das juntas de um robô se relacionam 
com a velocidade linear de seu efetuador final. 
Isso permite controlar com precisão os 
movimentos do robô.

Física Avançada
Em Relatividade Geral, o determinante da 
métrica (generalização do Jacobiano) é crucial 
para definir o elemento de volume em espaços-
tempos curvos. Na Mecânica Quântica, aparece 
em transformações de coordenadas para 
sistemas Hamiltonianos.

Economia e Finanças
Em modelos de equilíbrio geral ou otimização 
de recursos, onde funções de utilidade são 
definidas sobre espaços complexos, a mudança 
de variáveis simplifica a análise e o cálculo de 
ótimos.

Em resumo, o Jacobiano é muito mais do que um determinante de derivadas parciais; ele é o "tradutor" que 
nos permite mover entre diferentes "idiomas" matemáticos, garantindo que a essência (a área, o volume, a 
probabilidade) seja preservada. Essa capacidade de adaptar a perspectiva para simplificar um problema é uma 
habilidade valiosa em qualquer campo técnico.

Isso nos leva a um próximo passo natural em nossa jornada pelo cálculo avançado: a compreensão dos 
Campos Vetoriais, onde a ideia de como as coisas se comportam e se transformam no espaço é ainda 
mais aprofundada.



Consolidação e Próximos Passos
Chegamos ao final de nossa exploração sobre a mudança de variáveis e o Jacobiano. Vimos que, ao enfrentar 
integrais múltiplas sobre regiões complexas ou com integrandos que se simplificam em outros sistemas de 
coordenadas, a mudança de variáveis é uma técnica indispensável. O coração dessa técnica é o Determinante 
Jacobiano, que atua como um fator de escala, garantindo que a "medida" (área ou volume) seja corretamente 
ajustada ao passar de um sistema de coordenadas para outro.

Em Prática

Sempre identifique a região de integração e o integrando para escolher a melhor transformação

Calcule o Jacobiano com atenção, pois ele é o fator crucial da conversão

Não se esqueça de transformar os limites de integração para o novo sistema de coordenadas

Lembre-se que o Jacobiano é o valor absoluto, garantindo que o fator de escala seja sempre positivo

Pratique com coordenadas polares, cilíndricas e esféricas, pois são as mais comuns

Autoavaliação

Qual é a principal função do Determinante Jacobiano no Teorema da Mudança de Variáveis para integrais 
múltiplas? 
a) Definir os novos limites de integração. 
b) Transformar a função a ser integrada. 
c) Atuar como um fator de escala para o elemento infinitesimal de área ou volume. 
d) Determinar se a transformação é linear ou não linear.

1.

Ao transformar uma integral dupla de coordenadas cartesianas (x, y) para coordenadas polares (r, »), qual é 
o valor absoluto do Jacobiano que deve ser incluído na integral? 
a) 1 
b) r 
c) r² 
d) sen(»)

2.

Uma integral tripla sobre uma região esférica é mais facilmente resolvida utilizando qual sistema de 
coordenadas? 
a) Coordenadas Cartesianas 
b) Coordenadas Cilíndricas 
c) Coordenadas Esféricas 
d) Coordenadas Parabólicas

3.

Se uma transformação x = u + v e y = u - v é aplicada a uma integral dupla, qual é o Jacobiano "(x, y) / "(u, 
v)? 
a) 1 
b) -1 
c) 2 
d) -2

4.

Explique brevemente por que é crucial incluir o valor absoluto do Jacobiano ao realizar uma mudança de 
variáveis em integrais múltiplas.

5.



Gabarito e Explicações

1

Resposta: c)
O Determinante Jacobiano atua como um fator de 
escala para o elemento infinitesimal de área ou 
volume, garantindo que a medida seja corretamente 
ajustada durante a transformação de coordenadas.

2

Resposta: b)
Para coordenadas polares, o Jacobiano é r. Isso 
significa que dx dy = r dr d», onde r é o fator de 
escala necessário.

3

Resposta: c)
Coordenadas esféricas são ideais para regiões com 
simetria esférica, transformando uma esfera 
complexa em um paralelepípedo simples no novo 
sistema de coordenadas.

4

Resposta: d)
Cálculo: "x/"u=1, "x/"v=1, "y/"u=1, "y/"v=-1. 
Determinante: (1)(-1) - (1)(1) = -1 - 1 = -2. 
O valor absoluto é 2.

Resposta da Questão 5

É crucial incluir o valor absoluto do Jacobiano porque ele representa o fator de escala pelo qual o elemento 
infinitesimal de área ou volume é esticado ou encolhido durante a transformação de coordenadas. Sem esse 
fator, a integral não representaria corretamente a soma dos elementos infinitesimais na nova base, levando a um 
resultado incorreto para a área, volume ou qualquer outra quantidade que a integral esteja calculando. O valor 
absoluto garante que o fator de escala seja sempre positivo, pois áreas e volumes são grandezas positivas.



Recursos e Próxima Aula
Próxima Aula

Na Aula 9, mergulharemos no fascinante mundo dos Campos Vetoriais, onde exploraremos como vetores 
podem ser associados a cada ponto no espaço, abrindo caminho para conceitos como gradiente, 
divergência e rotacional, fundamentais em física e engenharia.

Recursos Adicionais

Bibliografia Recomendada
James Stewart, Cálculo (Vol. 2): 
Para aprofundamento teórico e 
mais exemplos

George B. Thomas, Cálculo (Vol. 
2): Excelente referência com 
foco em aplicações

Michael Spivak, Calculus: 
Abordagem mais rigorosa e 
conceitual

Ferramentas Online
Khan Academy: Para revisões 
rápidas e exercícios interativos

Wolfram Alpha: Verificação de 
cálculos de Jacobianos

Symbolab: Resolução passo a 
passo de integrais

Prática Recomendada
Resolva pelo menos 5 problemas 
de cada tipo de coordenada

Pratique o cálculo de Jacobianos 
manualmente

Desenhe sempre as regiões de 
integração

NOTA IMPORTANTE: As informações técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes 
oficiais e bibliografia especializada para verificar alterações ou aprofundamentos.


