Aula 35 - Introducao as Funcoes de Variavel
Complexa - Parte 1

Bem-vindo(a) a Aula 35 do nosso Curso de Célculo Avancado e Aplicacdes! Sei que o dia pode ter sido longo, mas
prepare-se para uma jornada fascinante que expandira sua compreensao da matematica e abrird portas para
aplicacdes surpreendentes.

Até agora, vocé navegou com maestria pelo calculo em variaveis reais, explorando funcoées, limites, derivadas e
integrais em um mundo que, embora complexo por si s6, se restringe a uma unica dimensao numerica.

Mas e se eu dissesse que existe um universo matematico ainda mais vasto, onde os humeros ganham uma nova
dimensao e as funcdes revelam propriedades que parecem magicas? E exatamente isso que as funcdes de variavel
complexa nos oferecem. Elas ndo sao apenas uma curiosidade teodrica; sao ferramentas poderosas que
impulsionam inovagdes em areas como:

Ciéncia de Dados Engenharia

Otimizando algoritmos complexos Modelando sistemas dinamicos e sinais
Fisica Economia

Desvendando segredos do eletromagnetismo e Modelos de otimizacao avancados

mecanica quantica

Nesta aula, daremos os primeiros passos nesse territdério empolgante. Nosso objetivo € que, ao final, vocé seja
capaz de reconhecer a importancia dos numeros complexos, entender como as fun¢cdes se comportam nesse novo
dominio, e comecar a desvendar os mistérios da derivada complexa e das funcdes analiticas. Pense nisso como
aprender a pilotar um novo tipo de aeronave: as leis da fisica ainda se aplicam, mas a dinamica e as possibilidades
sao totalmente diferentes.

Vamos comecar com uma revisao solida dos numeros complexos, que sao a base de tudo, e entdo avancaremos
para os conceitos de limites, continuidade e a intrigante derivada complexa, culminando nas Equacodes de Cauchy-
Riemann e nas propriedades das funcdes analiticas. Prepare-se para conectar o que vocé ja sabe com um novo e
vasto campo de conhecimento.



Numeros Complexos: Mais do que Apenas
um "i" Imaginario

Vocé se lembra da primeira vez que se deparou com a raiz quadrada de um numero negativo? Provavelmente, a
resposta foi "nao existe nos numeros reais". Essa limitacao, que por muito tempo foi um beco sem saida na
matematica, é o ponto de partida para a nossa jornada no mundo complexo. E como se, ao tentar resolver um
problema, percebéssemos que as ferramentas que tinhamos eram insuficientes, e a solucao exigisse a invencao de
uma nova dimensao.

[ Essa "invencao" € o numero i, a unidade imaginaria, definida como i* = -1oui = v-1.

A partir dela, construimos 0s humeros complexos, que sao expressos na forma z = a + bi, onde 'a' é a parte real e
'b' € a parte imaginaria. Pense nos numeros reais como pontos em uma linha reta. Os numeros complexos, por sua
vez, sao como pontos em um plano, o Plano de Argand-Gauss, onde o eixo horizontal representa a parte real e 0
eixo vertical, a parte imaginaria.

Essa representacao geometrica € fundamental. Ela nos permite visualizar os numeros complexos hao apenas como
pares de numeros, mas como vetores ou pontos em um plano. Operagdes como adi¢cao e subtragcao de numeros
complexos podem ser vistas como a soma ou subtracao de vetores, enquanto a multiplicacao e a divisao ganham
uma interpretacao de rotacao e escala no plano. E como ter um mapa bidimensional para navegar por um territério
que antes so podiamos ver em uma unica linha.

Essa capacidade de representar numeros com duas dimensodes é incrivelmente util. Por exemplo, na Engenharia
Elétrica, a impedancia de um circuito (que mede a oposicao a corrente alternada) é frequentemente representada
por um numero complexo, onde a parte real € a resisténcia e a parte imaginaria € a reatédncia. Sem os numeros
complexos, a analise de circuitos de corrente alternada seria muito mais complicada, se nao impossivel, de forma
elegante.



A Geometria dos Numeros Complexos:
Modulo e Argumento

Continuando nossa exploracao dos numeros complexos, a representacao geometrica no Plano de Argand-Gauss
nos oferece mais do que apenas um local para plotar pontos. Ela nos permite definir outras caracteristicas cruciais:
0 modulo e o argumento.

Modulo |z] Argumento arg(z)

O mddulo de um numero complexo z = a + bi, O argumento de z, denotado por arg(z), € o angulo que
denotado por |z|, é a distancia do ponto (a, b) até a o vetor que liga a origem ao ponto (a, b) faz com o
origem (0, 0) no plano complexo. E, essencialmente, o eixo real positivo. Esse angulo é medido no sentido
"tamanho" ou a magnitude do numero complexo. anti-horario e é geralmente expresso em radianos.

Férmula: |z| = v(a? + b?)

Juntos, o médulo e o argumento formam a forma polar de um nimero complexo, z = r(cos® + i sen®), onde r = |z|
e © = arg(z). Essa forma é particularmente poderosa para operacdes de multiplicacao e divisao, que se tornam
simples somas/subtracées de argumentos e multiplicacées/divisdes de modulos.

0 Exemplo pratico: Considere o nimero complexo z = 3 + 4i. Seu médulo é |z| = V(32 + 42) = V(9 + 16) =
v25 = 5. Seu argumento 6 pode ser encontrado usando tanf = 4/3.

Imagine que vocé esta usando um GPS. A forma cartesiana (a + bi) seria como as coordenadas de rua (latitude e
longitude), enquanto a forma polar (modulo e argumento) seria como a distancia até o seu destino e a direcao em
que vocé deve seguir. Ambas as formas descrevem o mesmo local, mas cada uma é mais conveniente para
diferentes tipos de "navegacao" matematica. A forma polar, por exemplo, é indispensavel em areas como o
processamento de sinais, onde a fase (argumento) e a amplitude (mddulo) de um sinal sao cruciais.



Funcoes de Variavel Complexa: Um Novo
Olhar sobre Mapeamentos

Agora que revisitamos 0s humeros complexos, € hora de dar o préximo passo: entender o que sao as funcoes de
uma variavel complexa. Assim como no calculo real, uma funcdo complexa f(z) associa cada numero complexo z
em seu dominio a um unico numero complexo w em seu contradominio. A diferenca fundamental é que, enquanto
uma funcao real y = f(x) mapeia uma linha para outra linha, uma funcao complexa w = f(z) mapeia um plano para

outro plano.
1 2
Funcao Real Funcao Complexa
y = f(x) w = f(z)
Linha - Linha Plano - Plano

Isso significa que, para visualizar uma funcao complexa, precisariamos de um espaco de quatro dimensdes (duas
para o dominio z = X + iy e duas para o contradominio w = u + iv), 0 que € impossivel de representar diretamente.
Contudo, podemos pensar em como essa funcdo "transforma" ou "deforma" regides do plano complexo. E como
se voceé tivesse um mapa de uma cidade (o dominio) e uma funcado complexa fosse um "filtro" que distorce, amplia
ou gira essa cidade, criando um novo mapa (o contradominio).

Essa capacidade de transformar planos € a esséncia de muitas aplicacées. Por exemplo, em aerodinamica, as
transformacdes conformes (um tipo especial de funcao complexa) sao usadas para mapear formas complexas de
asas de aviao para formas mais simples, facilitando a analise do fluxo de ar. A beleza esta em como essas funcdes
complexas podem capturar relacées muito mais ricas e dindmicas do que suas contrapartes reais.

Para comecar a explorar essas funcoes, precisamos estender os conceitos de limite e continuidade para o
dominio complexo. Sera que eles se comportam da mesma forma que no calculo real? A intuicao nos diz que sim,
mas a formalidade nos mostrara as nuances.



Limites e Continuidade no Plano Complexo:
A Base da Analise

No calculo real, a ideia de limite de uma funcao f(x) quando x se aproxima de um ponto a significa que os valores
de f(x) se aproximam de L a medida que x se aproxima de a por qualquer direcao (pela esquerda ou pela direita).
No plano complexo, a situacao é um pouco mais rica e, ao mesmo tempo, mais restritiva.

() Para que o limite de uma funcdo complexa f(z) exista quando z se aproxima de um ponto z,, os valores de
f(z) devem se aproximar do mesmo valor L independentemente do caminho pelo qual z se aproxima de z,
no plano complexo.

Pense nisso como um explorador tentando chegar a um pico de montanha. No mundo real (uma dimensao), ele s6
pode se aproximar do pico vindo da esquerda ou da direita na trilha. No mundo complexo (duas dimensdes), ele
pode se aproximar do pico vindo de qualquer direcao — norte, sul, leste, oeste, ou qualquer curva. Para que o
"pico" (o limite) seja bem definido, todas as trilhas devem leva-lo ao mesmo ponto. Essa exigéncia de
independéncia do caminho € o que torna o limite complexo mais "rigoroso" e, consequentemente, as funcées
complexas com limites existentes, mais "bem-comportadas".

01 02 03
Limite existe f(z,) esta definida Limite = Valor da funcao
lim (z>2z,) f(z) = L A funcao tem valor no ponto lim (z=>2z,) f(z) = f(zo)

A continuidade de uma funcao complexa f(z) em um ponto z, segue a mesma ldgica do calculo real: f(z) é
continua em z, se o limite de f(z) quando z se aproxima de z, existe, é igual a f(z,), e f(z,) esta definida. Em outras
palavras, ndo ha "saltos" ou "buracos" no grafico da funcao quando a visualizamos como uma transformacao.
Funcdes continuas sao essenciais porque sao previsiveis e suaves, permitindo-nos aplicar muitas das ferramentas
do calculo.

Por exemplo, a funcao f(z) = z? é continua em todo o plano complexo, assim como f(z) = z + ¢ (onde ¢ € uma
constante complexa). A compreensao desses conceitos fundamentais de limite e continuidade é a ponte para o
proximo passo crucial: a derivada complexa, que nos revelara as propriedades mais profundas das funcdes de
variavel complexa.



A Derivada Complexa: Uma Condicao Mais
Exigente

No calculo real, a derivada f'(x) mede a taxa de variacao instantanea de uma funcao f(x). Ela nos diz o quao
"ingreme" é o grafico da fungao em um determinado ponto. No dominio complexo, a ideia € analoga, mas com uma
reviravolta fundamental.

A derivada complexa de uma funcao f(z) em um ponto z,, denotada por f'(z,), € definida de forma muito similar a
derivada real:

f(z0 + Az) — f(20)

/ .
Zo) = lim
f ( 0) Az—0 Az
Derivada Real Derivada Complexa
Ax pode se aproximar de zero apenas pela esquerda Az pode se aproximar de zero de infinitas direcdes no
ou pela direita plano complexo
Como medir a inclinagao de uma rampa em uma unica Como medir a inclinagao de uma superficie exigindo
direcao que seja a mesma em todas as direcoes

A grande diferenca aqui é que Az € um numero complexo, e ele pode se aproximar de zero de infinitas direcdes no
plano complexo. Para que a derivada complexa exista, esse limite deve ser o mesmo, independentemente da
direcao pela qual Az se aproxima de zero. Essa € uma condi¢ao muito mais rigorosa do que a derivada real, onde
AXx sO pode se aproximar de zero pela esquerda ou pela direita.

Se a inclinacao muda dependendo de onde vocé se aproxima, a derivada complexa simplesmente nao existe
naquele ponto. Essa exigéncia extra € o que confere as funcdes complexas derivaveis propriedades tao poderosas
e unicas. Funcdes que possuem derivada complexa em um ponto sdo chamadas de diferenciaveis nesse ponto.
Mas a historia ndo termina aqui, pois a existéncia da derivada complexa em um ponto tem implicacdes profundas
sobre as partes real e imaginaria da funcao.



As Equacoes de Cauchy-Riemann: O
Coracao da Diferenciabilidade Complexa

A condicao de que a derivada complexa deve ser a mesma independentemente da direcao de aproximacao leva a
um conjunto de equacdes que sao o pilar da analise complexa: as Equacoes de Cauchy-Riemann.

Se uma funcao complexa f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (onde u € a parte real e v € a parte imaginaria, ambas funcdes de x
e y) é diferenciavel em um ponto z = x + iy, entdo suas partes real e imaginaria devem satisfazer as seguintes
equacoes parciais nesse ponto:

Primeira Equacao Segunda Equacao
Ou  Ov Ou  Ov
or Oy oy Oz

Essas equacdes sao o "segredo" por tras da suavidade e das propriedades especiais das funcdes complexas
diferenciaveis. Elas conectam as derivadas parciais das partes real e imaginaria de uma forma muito especifica. E
como se fossem um par de éculos especiais que nos permitem ver a estrutura interna de uma funcao complexa e
determinar se ela € "bem-comportada" o suficiente para ter uma derivada complexa.

[ Exemplo: Vamos testar a fungdo f(z) = z2. Sabemos que z = X + iy, entdo f(z) = (x + iy)? = x® + 2xyi + (iy)?
= x2 - y? + 2xyi.

Aqui, u(x, y) = x* - y? e v(Xx, y) = 2xy. Vamos calcular as derivadas parciais:

e QU/OX = 2X
e 0u/dy = -2y
e OV/OX =2y
e 0V/0y = 2X

Verificando as Equacdes de Cauchy-Riemann:

1. 0u/ox = 2x e ov/dy = 2x. Elas sao iguais!
2. 0u/oy = -2y e -0v/ox = -(2y) = -2y. Elas também sdo iguais!

Como as Equacdes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas para todos os x e y, a funcao f(z) = z? é diferenciavel em
todo o plano complexo. Essa verificacao € um passo crucial para entender a natureza das funcées complexas.



A Importancia das Equacoes de Cauchy-
Riemann

As Equacoes de Cauchy-Riemann nao sao apenas uma condicao matematica; elas sao a porta de entrada para um
mundo de funcdes com propriedades extraordinarias. Se as derivadas parciais de u e v sao continuas e satisfazem
as Equacdes de Cauchy-Riemann em uma regiao, entao a funcao f(z) = u(x, y) + iv(x, y) é diferenciavel em cada
ponto dessa regiao.

Essa € uma das maiores diferencas entre o calculo real e o complexo. No calculo real, uma funcao pode ser
diferenciavel em um ponto, mas nao em seus vizinhos. No calculo complexo, a diferenciabilidade em um ponto
implica a diferenciabilidade em uma vizinhanca, o que leva ao conceito de funcao analitica (ou holomorfa), que
exploraremos a seguir. E como se as Equagdes de Cauchy-Riemann fossem o "selo de qualidade" que garante que
uma funcao complexa nao é apenas suave em um ponto, mas em toda uma area ao seu redor.

Conceito Ambito/Aplicacao Base/Origem Exemplo
Derivada Real Taxa de variacao em Limite de quociente de Inclinacao de uma reta
uma dimensao diferencas em R tangente a uma curva
Derivada Complexa Taxa de variagcao em um Limite de quociente de Condicao para
plano (todas as diferencas em C analiticidade
direcdes)
Cauchy-Riemann Eq. Condicao necessaria Relacao entre derivadas Verificacao da
para diferenciabilidade parciaisde u e v analiticidade de f(z) = z?
complexa

A relevancia das Equacoes de Cauchy-Riemann se estende a diversas areas. Na Fisica, por exemplo, elas sao
fundamentais no estudo de campos potenciais, como campos eletrostaticos ou de fluxo de fluidos incompressiveis
e irrotacionais. Se o campo de velocidade de um fluido é representado por uma funcao complexa, as Equacdes de
Cauchy-Riemann garantem que o fluxo € suave e sem fontes ou sumidouros.



Funcoes Analiticas (Holomorfas): As Joias
do Calculo Complexo

Chegamos a um dos conceitos mais importantes da analise complexa: as funcoes analiticas, também conhecidas
como funcoes holomorfas. Uma funcao f(z) € dita analitica em um ponto z, se ela é diferenciavel ndo apenas em
Zo, mas também em todos os pontos de alguma vizinhanca de z,. Se uma fung¢ao € analitica em todos os pontos de
um dominio D, dizemos que ela é analitica em D.

Diferenciavel na
2 vizinhanca

A derivada existe em todos os
Diferenciavel em z, 1 pontos proximos

A derivada complexa existe no
ponto

Funcao Analitica

3 Propriedades especiais
garantidas

Essa propriedade de ser diferenciavel em uma vizinhanca € o que torna as funcdes analiticas tao especiais e
poderosas. No calculo real, uma funcao pode ser diferenciavel em um ponto, mas nao em seus arredores (pense
na funcao f(x) = x|x| no ponto x=0). No mundo complexo, a diferenciabilidade em um ponto é um "superpoder" que
se estende aos seus vizinhos. E como se, ao encontrar um cristal perfeitamente lapidado, vocé soubesse que cada
uma de suas facetas também é perfeitamente lapidada.

As funcdes analiticas sao as "joias" do calculo complexo porque elas possuem uma série de propriedades notaveis
gue nao tém analogos diretos no calculo real. Elas sao infinitamente diferenciaveis, podem ser representadas por
séries de poténcias (séries de Taylor) em torno de cada ponto de sua regiao de analiticidade, e satisfazem o
Principio do Maximo Mdédulo, entre outras.

Essas propriedades tornam as funcdes analiticas ferramentas indispensaveis em diversas areas. Por exemplo, na
teoria de controle, funcdes analiticas sdo usadas para analisar a estabilidade de sistemas dinamicos. Na fisica, as
funcdes analiticas sao cruciais para a formulacao de problemas de potencial e fluxo, como o fluxo de calor ou o
campo elétrico em uma regido sem cargas.



Propriedades Fascinantes das Funcoes
Analiticas

As funcdes analiticas sdo verdadeiramente notaveis, e suas propriedades sado a razao pela qual a andlise complexa

@ tao rica e util.

O

Infinitamente
Diferenciaveis

Se uma funcao é analitica
em uma regiao, ela é
infinitamente diferenciavel
nessa regiao. Isso contrasta
fortemente com as funcdées
reais, onde uma funcao
pode ser diferenciavel uma
vez, mas nao duas, ou duas
vezes, mas nao
infinitamente.

]C(x) Séries de Poténcias

As funcgdes analiticas podem
ser representadas por séries
de Taylor em torno de
qualquer ponto dentro de
sua regiao de analiticidade.
Isso significa que,
localmente, uma funcao
analitica se comporta como
um polinémio.

AN

Principio do Maximo
Modulo

Se uma funcao analitica nao
constante é definida em
uma regiao limitada, seu
maodulo maximo deve
ocorrer na fronteira dessa
regiao, e nunca em seu
interior. Como uma bolha de
sabao: a tensdo maxima
sempre estara na superficie.

Essas propriedades nao sao apenas curiosidades matematicas; elas tém implicacées praticas profundas. Por

exemplo, a capacidade de representar funcdes analiticas por séries de poténcias é a base para muitos métodos
numericos e para a analise de sinais em Engenharia. A robustez e previsibilidade das funcdes analiticas as tornam

ideais para modelar fendbmenos complexos onde a suavidade e a regularidade sao esperadas.



Aplicacoes e a Conexao com o Mundo Real

A beleza das funcdes analiticas reside nao apenas em sua elegancia matematica, mas também em sua vasta
aplicabilidade. Uma das aplicacdes mais visuais é a das transformacoes conformes. Uma funcao analitica com
derivada nao nula em um ponto preserva os angulos entre curvas que se intersectam nesse ponto. Isso significa
qgue ela "estica" e "gira" o plano complexo, mas sem distorcer os angulos.

Cartografia Aerodinamica Eletrostatica
Projecao de mapas sem Mapeamento de perfis de asas Resolucao de problemas de
distorcao angular para analise de fluxo campo elétrico

Imagine que vocé tem um mapa de uma regiao e quer projeta-lo em uma superficie curva sem distorcer as formas
dos paises. As transformacdes conformes sao a ferramenta matematica para isso. Elas sdo usadas em cartografia,
em projetos de asas de aviao (mapeando o perfil da asa para um circulo, simplificando a analise do fluxo de ar), e
em eletrostatica para resolver problemas de campo elétrico em geometrias complexas.

Outra aplicacao crucial esta na resolucao de equacoes diferenciais parciais (EDPs). Muitas EDPs importantes na
fisica e engenharia (como a equacao de Laplace, que descreve potenciais elétricos, campos gravitacionais e
temperaturas em estado estacionario) estao intrinsecamente ligadas as funcées analiticas. Se uma funcao u(x, y) é
a parte real (ou imaginaria) de uma funcao analitica, entdo u é uma solucdo da equacao de Laplace (9%u/ox® + 9%u/
oy? = 0). Essas funcdes sdo chamadas de funcées harmonicas.

Essa conexao entre funcdes analiticas e funcdes harmdnicas € um pilar da fisica matematica e da engenharia,
permitindo que problemas complexos em duas dimensdes sejam resolvidos de forma elegante usando as
ferramentas da analise complexa. E a prova de que a matematica abstrata que estamos explorando tem um
impacto direto e tangivel no mundo ao nosso redor.



Funcoes Elementares no Dominio Complexo:
Expandindo Horizontes

No calculo real, vocé esta familiarizado com funcdes elementares como a exponencial e”x, o logaritmo In(x), e as
funcdes trigonométricas sen(x) e cos(x). Agora, vamos estender essas funcdes para o dominio complexo. A boa
noticia € que muitas de suas propriedades familiares sao mantidas, mas com algumas reviravoltas fascinantes que
as tornam ainda mais poderosas.

A funcao exponencial complexa, e*z, é talvez a mais fundamental. Ela é definida usando a famosa Férmula de
Euler:

e =" =¢"-eY = e"(cosy + isiny)

Onde z = x + iy. Essa formula € uma ponte incrivel que conecta a exponencial, as funcdes trigonomeétricas e 0s
numeros complexos. Ela nos mostra que a funcao exponencial complexa nao apenas cresce ou decai (devido a
e”x), mas também "gira" no plano complexo (devido a cos y + i sen y). Pense nela como uma espiral que se
expande ou contrai enquanto gira em torno da origem.

[ Essa capacidade de representar rotacoes e oscilacdes é o que torna a exponencial complexa
indispensavel em areas como o processamento de sinais € a mecanica quantica, onde fenbmenos
periddicos e de onda sao a norma.

Por exemplo, um sinal de audio pode ser decomposto em uma soma de exponenciais complexas, facilitando sua
analise e manipulacao.



As Funcoes Logaritmicas e Trigonometricas
Complexas

A funcao logaritmica complexa, In(z), € um pouco mais complexa do que sua contraparte real. No dominio real,
In(x) € a inversa de e"x. No dominio complexo, como e”z é periddica (com periodo 2rti), a funcao In(z) é
multivalorada. Isso significa que, para um dado z, existem infinitos valores para In(z).

Para lidar com essa multivaloracao, definimos o ramo principal do logaritmo, geralmente denotado por Ln(z),
restringindo o argumento 6 a um intervalo especifico (por exemplo, -1t < 8 = 1). A definicdo é:

In(z) =1n|z| + iArg(z)

Onde |z| é o médulo de z e Arg(z) é o argumento principal de z. Essa multivaloracdo é uma caracteristica Unica e
importante das funcées complexas, com implicacdes em areas como a teoria de controle e a andlise de sistemas
dinédmicos.

As funcoes trigonométricas complexas, sen(z) e cos(z), também sao definidas em termos da exponencial
complexa, o que as torna analiticas em todo o plano complexo:
Seno Complexo Cosseno Complexo

_ o lZ iz —iz
sin(z) = e cos(z) = € —;e

Essas definicdes revelam uma conexao profunda e elegante entre as funcdes trigonomeétricas e a exponencial, algo
gue nao é aparente no dominio real. Elas também mostram que, ao contrario de suas contrapartes reais, as
funcdes trigonométricas complexas nao sao limitadas em magnitude; elas podem assumir qualquer valor
complexo.



Exemplos e Implicacoes das Funcoes
Elementares Complexas

Vamos ver um exemplo pratico da Formula de Euler. Se z = i, entao:
e™ =e’(cosm+isinm) =1-(—1414-0) = —1

Isso nos da a famosa Identidade de Euler: e*(irt) + 1 = 0, uma das equacdes mais belas da matematica, conectando
cinco das constantes mais fundamentais (e, i, 1, 1, 0).

A capacidade de estender essas funcdes elementares para o dominio complexo é crucial para a resolucao de
problemas em diversas areas:

Funcao Elementar Dominio Real Dominio Complexo Aplicacao Comum
(Caracteristicas) (Caracteristicas)

Exponencial Crescimento/Decaiment Crescimento/Decaiment Analise de Sinais, Mecanica
0, sempre positiva o E Rotacao, pode ser Quantica

negativa/complexa

Logaritmo Inversa da exponencial, Multivalorado, requer Teoria de Controle, Analise de
dominiox >0 ramo principal, dominio Sistemas
z#0
Trigonométrica Perioddica, limitada entre Periddica, nao limitada, Eletromagnetismo, Acustica
-1e1 definida via exponencial
complexa

Na Engenharia de Sinais, por exemplo, a analise de Fourier utiliza exponenciais complexas para decompor sinais
complexos em suas frequéncias constituintes, permitindo a filtragem de ruidos ou a compressao de dados. Na
Mecanica Quantica, as funcdes de onda que descrevem o comportamento de particulas sao intrinsecamente
complexas e frequentemente envolvem exponenciais complexas.

Compreender como essas funcdes se comportam no plano complexo € um passo gigante para dominar a analise
complexa e aplicar seus principios em problemas do mundo real. Na proxima aula, continuaremos nossa
exploracao, aprofundando-nos em topicos como integracao complexa e séries de Laurent, que expandirao ainda
mais seu arsenal matematico.



Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim da primeira parte de nossa introducao as Funcdes de Variavel Complexa. Percorremos um
caminho que comecgou com a revisao dos numeros complexos e sua representacao geomeétrica, essenciais para
visualizar esse novo dominio. Em seguida, estendemos os conceitos de limites e continuidade, percebendo que,
embora analogos, exigem uma abordagem mais rigorosa no plano complexo. Aprofundamos na derivada complexa
e nas cruciais Equacdes de Cauchy-Riemann, que sao o critério para a diferenciabilidade e, por consequéncia,
para a analiticidade de uma funcao. Finalmente, exploramos as fascinantes propriedades das funcdes analiticas e
como as funcdes elementares (exponencial, logaritmo, trigonométricas) se comportam nesse novo e expandido
universo.

[ Em pratica: A compreensdo dos numeros complexos e das funcdes analiticas é a base para resolver
problemas em Engenharia Elétrica (analise de circuitos AC), Fisica (eletromagnetismo, mecanica quantica,
fluidodinamica), Ciéncia de Dados (otimizagao de algoritmos) e até Economia (modelagem de sistemas
dinamicos). As Equacdes de Cauchy-Riemann sao sua ferramenta para identificar funcdes "bem-
comportadas" nesse dominio, e a Féormula de Euler € a chave para entender a relacao entre exponenciais
e oscilacoes.

Autoavaliacao

1. Qual das seguintes afirmacdes sobre a derivada complexa f'(z) de uma funcao f(z) em um ponto z, esta
correta?

o a) Ela exige que o limite do quociente de diferencas seja 0 mesmo apenas ao longo dos eixos real e
imaginario.
o b) Ela é sempre igual a derivada real da parte real da funcao.

o c) Ela exige que o limite do quociente de diferencas seja 0 mesmo independentemente do caminho pelo qual
Az se aproxima de zero.

o d) Ela so existe para funcdes que sao constantes.

2. Se uma funcao complexa f(z) = u(x, y) + iv(x, y) é diferenciavel em um ponto, quais equacdes suas partes real u
e imaginaria v devem satisfazer nesse ponto?

o a) ou/ox = -0v/dy e ou/dy = Ov/ox

)
o b) du/ox = 0v/0y e ou/dy = -9dv/ox
)
)

o C) 0u/ox = 0u/dy e 0v/0x = dv/dy
o d) du/ox = ov/ox e ou/dy = ov/ay

3. Qual é a principal caracteristica que distingue uma funcao analitica (holomorfa) de uma funcao apenas
diferenciavel em um ponto no calculo real?

o a) A funcao analitica € sempre uma funcao polinomial.
o b) A funcao analitica é diferenciavel em um ponto, mas nao necessariamente em sua vizinhanca.
o ¢) A funcao analitica é diferenciavel em um ponto e em alguma vizinhanca desse ponto.
o d) A funcao analitica ndo pode ser representada por séries de poténcias.
4. A Férmula de Euler e”(iy) = cos y + i seny é fundamental porque:
o a) Define a unidade imaginaria i.
o b) Conecta a funcao exponencial com as funcdes trigonomeétricas no dominio complexo.
o ¢) Mostra que a funcao exponencial complexa é sempre real.
o d) E usada para calcular o médulo de um nimero complexo.

5. Expligue brevemente por que a representacao geometrica dos numeros complexos no Plano de Argand-Gauss
é tdo importante para a compreensao das funcdes de variavel complexa.



Gabarito e Proximos Passos

Gabarito
1 ¢
2 b)
3 ¢
4 b)

5 Resposta da questao 5:

A representacao geomeétrica permite visualizar numeros complexos como pontos ou vetores em um plano,
nao apenas como pares de numeros. Isso facilita a compreensao de operacdées como adicao e multiplicacao
(rotacao/escala) e é crucial para entender como as funcdes complexas "transformam" ou "deformam"
regides do plano, o que é a base para conceitos como limites, continuidade e transformacdes conformes.

() Préxima Aula: Na Aula 36 - Introducdo as Funcodes de Varidvel Complexa — Parte 2, aprofundaremos na
integracao complexa, explorando o Teorema de Cauchy-Goursat e a Formula Integral de Cauchy, alem de
introduzir as séries de Laurent e a classificacao de singularidades, expandindo ainda mais suas
ferramentas para a analise complexa.

Recursos Adicionais

Livros Recomendados Recursos Online
e "Complex Variables and Applications" de James e Khan Academy ou Coursera (para visualizacées
Ward Brown e Ruel V. Churchill (para interativas e exercicios praticos)

aprofundamento tedrico e exemplos) e American Mathematical Monthly (para

e "Calculo" de James Stewart (para revisao de aplicacoes e perspectivas historicas)
conceitos de calculo real que servem de base)

NOTA IMPORTANTE: As informacodes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e bibliografias especializadas para verificar alteracées ou aprofundamentos no campo da matematica.



