Aula 3 - Derivadas Parciais e
Diferenciabilidade - Parte 1

Desvendando o Mundo Multivariavel: O Poder das Derivadas Parciais

Bem-vindo a Aula 3 do nosso Curso de Calculo Avancado! Se vocé ja se perguntou como os cientistas de dados
otimizam algoritmos complexos, como 0s engenheiros modelam o fluxo de calor em um motor, ou como 0s
economistas preveem o impacto de multiplas variaveis no mercado, a resposta reside no coracao desta aula: o
calculo multivariavel. Deixe-me ser seu guia nesta jornada fascinante, onde transformaremos conceitos abstratos
em ferramentas poderosas para resolver problemas do mundo real.

Nesta aula, embarcaremos na primeira parte de um tépico fundamental: as Derivadas Parciais e a
Diferenciabilidade. Nosso objetivo principal € que vocé nao apenas compreenda a definicao e a interpretacao
geomeétrica desses conceitos, mas que também consiga aplica-los para analisar e modelar sistemas complexos. Ao
final, vocé estara apto a descrever funcdes de multiplas variaveis, visualizar seus graficos e curvas de nivel, e,
crucialmente, calcular e interpretar suas taxas de variacao em diferentes direcoes.

A relevancia pratica do que aprenderemos hoje é imensa. Imagine que vocé esta projetando um sistema de
aquecimento para um edificio. A temperatura em qualquer ponto ndao depende apenas da distancia de um
aquecedor, mas também da temperatura externa, da umidade e até da presenca de pessoas. Todas essas sao
variaveis que interagem. O calculo multivariavel nos da as ferramentas para entender como cada uma dessas
variaveis, individualmente ou em conjunto, afeta o resultado final. E a chave para otimizacao, previsio e controle
em cenarios com multiplas influéncias.

Para que vocé aproveite ao maximo esta aula, € importante que tenha uma base solida em calculo de uma variavel,
especialmente os conceitos de limites, continuidade e derivadas. Pense nisso como a transicao de dirigir um carro
em linha reta para pilotar um avido, onde vocé precisa controlar altitude, velocidade e dire¢cao simultaneamente.
Estamos expandindo nosso horizonte matematico, e a jornada sera recompensadora.



Funcoes de Multiplas Variaveis: Alem do
Plano Cartesiano

Vocé se lembra de quando estudou fungdes como f(z) = z? ou g(z) = sin(z)? Nesses casos, tinhamos uma unica
variavel de entrada, z, e uma Unica saida, f(z) ou g(z). Era como se estivéssemos caminhando por uma trilha em
uma montanha, onde a altura (saida) dependia apenas da sua posicao horizontal (entrada). Mas e se a altura da
montanha dependesse nao s6 da sua posicao leste-oeste, mas também da sua posicao norte-sul?

[J E exatamente isso que acontece com as funcdes de multiplas variaveis. Em vez de uma Unica entrada,
elas aceitam duas ou mais variaveis independentes para produzir uma unica saida.

Pense em um mapa topografico: a altitude de um ponto (a saida) € determinada por sua latitude e longitude (as
duas entradas). Essa € a esséncia de uma funcao de duas variaveis, f(z,y). Se adicionarmos o tempo como uma
terceira variavel, teriamos f(z,y,t), descrevendo, por exemplo, a temperatura em um ponto especifico do espaco
em um dado momento.

Formalmente, uma fun¢ao de duas variaveis, f, € uma regra que associa a cada par ordenado (z,y) em um
conjunto D (o dominio) um unico numero real z = f(z,y). O conjunto de todos os valores z possiveis € a imagem da
funcao. O dominio, por sua vez, € o conjunto de todos os pares (z,y) para os quais a fungao esta definida. Assim
como em funcdes de uma variavel, precisamos ter cuidado com divisdes por zero, raizes quadradas de numeros
negativos, e logaritmos de numeros nao positivos.

Vamos considerar um exemplo simples para ilustrar. Imagine que a temperatura T em uma placa de metal seja
dada pela fungao T'(z,y) = 100 — 2% — y?, onde z e y sdo as coordenadas na placa. Aqui, a temperatura é a nossa
saida, e as coordenadas z e y sao as entradas. O dominio desta funcao é todo o plano zy, pois podemos
substituir qualquer valor real para z e y sem problemas matematicos. A imagem, por outro lado, seria todos o0s
valores de temperatura que a placa pode assumir, que neste caso seriam T < 100.




Visualizando o Invisivel: Graficos e Curvas
de Nivel

Entender funcdes de multiplas variaveis € um desafio, especialmente porque nao podemos desenha-las facilmente
em um plano 2D. Para funcdes de uma variavel, o grafico € uma curva no plano zy. Para funcdes de duas variaveis,
z = f(z,y), 0 grafico € uma superficie no espaco tridimensional zyz. Cada ponto (z,y, z) na superficie corresponde
a um par (z,y) no dominio e seu respectivo valor z = f(z,y).

Graficos 3D Curvas de Nivel Mapas Topograficos
Superficies no espaco Projecoes 2D que mostram Aplicacao pratica das curvas de
tridimensional que representam pontos de mesmo valor da nivel para representar altitude

a funcao completa funcao

Visualizar essas superficies pode ser complicado. E como tentar descrever uma montanha apenas com nimeros.
Uma ferramenta poderosa para nos ajudar a "ver" essas funcdes sao as curvas de nivel. Pense novamente no
mapa topografico. As linhas que vocé vé no mapa, que conectam pontos de mesma altitude, sdo exatamente as
curvas de nivel. Cada curva de nivel representa o conjunto de todos os pontos (z,y) no dominio da fungao para os
quais f(z,y) é igual a uma constante k. Ou seja, f(z,y) = k.

Ao desenhar varias curvas de nivel para diferentes valores de k, obtemos um "mapa" da superficie. Onde as
curvas de nivel estdo proximas, a superficie é ingreme; onde estio espacadas, a superficie é mais plana. E uma
maneira engenhosa de projetar uma superficie 3D em um plano 2D, tornando-a mais facil de analisar. Por exemplo,
para a funcdo de temperatura T'(z,y) = 100 — z* — 32, as curvas de nivel seriam 100 — z? — y*> = k, 0 que pode ser
reescrito como z2 + y% = 100 — k. Isso representa circulos concéntricos centrados na origem, indicando que a
temperatura maxima esta no centro e diminui a medida que nos afastamos.

Essa técnica € amplamente utilizada em diversas areas. Meteorologistas usam isébaras (curvas de nivel de
pressao) e isotermas (curvas de nivel de temperatura) para prever o tempo. Engenheiros usam curvas de nivel
para mapear campos de tensao ou distribuicao de calor. Economistas podem usar curvas de nivel para representar
curvas de indiferenca, mostrando combinacdes de bens que dao a mesma satisfacdo ao consumidor. E uma
linguagem visual universal para dados multivariaveis.



A Esséncia da Mudanca: Introduzindo as
Derivadas Parciais

Agora que entendemos como descrever e visualizar funcées de multiplas variaveis, a proxima pergunta natural é:
como elas mudam? No célculo de uma variavel, a derivada nos diz a taxa de variacao de uma funcao em relacao a
sua unica variavel independente. Mas e quando temos multiplas variaveis? Como medimos a taxa de variacao de

f(z,y)?

[ Imagine que vocé estd em uma montanha (a superficie z = f(z,y)). Se vocé caminhar estritamente na
direcao leste-oeste (mantendo sua posicao norte-sul constante), a inclinacao da trilha que vocé esta

percorrendo é uma taxa de variacao. Se vocé caminhar estritamente na direcao norte-sul (mantendo sua
posicao leste-oeste constante), a inclinacao sera outra.

As derivadas parciais sao exatamente isso: a taxa de variacao de uma funcao de multiplas variaveis em relacao a
uma de suas variaveis, enquanto as outras variaveis sdo mantidas constantes.

Derivada Parcial em x Derivada Parcialemy

Para uma funcao f(z,y), a derivada parcial em relacao Da mesma forma, a derivada parcial em relacao a y,

a z, denotada por ? ou f,, € calculada tratando y denotada por % ou f,, € calculada tratando z como
T Yy

como uma constante e derivando f em relacao a z. uma constante e derivando f em relacao a y.

E como se, ao calcular f., estivéssemos "congelando" o tempo ou a outra dimensao, focando apenas na mudanca
causada por z.

Vamos voltar ao nosso exemplo da temperatura na placa de metal: T'(z,y) = 100 — 2 — y%. Para encontrar a taxa
de variacao da temperatura em relacao a =z (mantendo y constante): g—g = 8%(100 —z?2—y?)=0—-2z — 0= —2z.
Isso significa que, se vocé se mover na direcao z (mantendo y fixo), a temperatura diminui a uma taxa de 2z.
Para encontrar a taxa de variacao da temperatura em relacao a y (mantendo z constante):

g—i = 6%(100 —a? —y?) = 0— 0 — 2y = —2y. Similarmente, ao se mover na direcao y, a temperatura diminui a uma
taxa de 2y.




A Interpretacao Geometrica das Derivadas
Parciais

A beleza das derivadas parciais hao esta apenas em seu calculo, mas em sua interpretacao geometrica. Como
vimos, elas representam a inclinacao da superficie em uma direcao especifica. Para ser mais preciso, a derivada
parcial f,(a,b) € a inclinagao da curva de intersecao da superficie z = f(x,y) com o plano vertical y = b, no ponto
(a,b, f(a,b)). Da mesma forma, f,(a,b) € a inclinacado da curva de interse¢do da superficie com o plano vertical z = a
, ho ponto (a,b, f(a,b)).

A £

Esqui na Montanha Direcoes Ortogonais Fluxo de Calor

Se vocé descer a montanha Se vocé descer mantendo sua Em engenharia, ao analisar o fluxo

mantendo sua latitude constante (ou longitude constante (movendo-se de calor em um material, as

seja, movendo-se apenas leste- apenas norte-sul), a inclinacao é a derivadas parciais nos dizem quao
oeste), a inclinagao que vocé sente

€ a derivada parcial em relacao a

derivada parcial em relacao a
latitude.

rapidamente a temperatura muda
em uma direcao especifica.
longitude.

Essa interpretacao é crucial para entender como as funcdes se comportam em diferentes cenarios. Por exemplo,
em engenharia, ao analisar o fluxo de calor em um material, as derivadas parciais nos dizem quao rapidamente a
temperatura muda em uma direcao especifica. Se a derivada parcial em relacao a z for grande e positiva, significa
que a temperatura aumenta rapidamente ao se mover na direcao z. Se for negativa, diminui. Se for zero, a
temperatura ndo esta mudando naquela direcao particular naquele ponto.

Em Ciéncia de Dados, ao otimizar um modelo de Machine Learning, a "funcao de custo" (que queremos minimizar)
geralmente depende de centenas ou milhares de parametros. As derivadas parciais dessa funcao de custo em
relacao a cada parametro nos dizem qual "direcao" devemos ajustar cada parametro para reduzir o erro do
modelo. E a base de algoritmos como o Gradiente Descendente, que sdo 0 motor de muitas das inovacées em IA
hoje.

Conceito

Derivada Comum

Derivada Parcial

Ambito/Aplicacao

Funcodes de uma
variavel

Funcdes de multiplas
variaveis

Base/Origem

Taxa de variacao em
uma unica direcao

Taxa de variacao em
uma direcao especifica
(eixo)

Exemplo

Inclinacao de uma reta
tangente a uma curva
no plano 2D.

Inclinagao de uma
superficie em relacao a
um dos eixos
coordenados.



Derivadas de Ordem Superior: Olhando Além
da Primeira Inclinacao

Assim como no calculo de uma variavel, onde podiamos calcular a segunda derivada para entender a concavidade
de uma funcao, no calculo multivariavel também podemos calcular derivadas parciais de ordem superior. Isso
significa que podemos derivar uma derivada parcial. Por exemplo, para uma fungao f(z,y), podemos ter:

Segundas derivadas parciais diretas: Segundas derivadas parciais mistas:
e 2} _ ,:Derivando f, em relacao a z. . 59;_81; — f., Derivando f. em relagéo a y.
o %J; = fy,: Derivando f, em relagao a y. . ;‘;_61; — f,.: Derivando f, em relacéo a z.

As derivadas de segunda ordem nos dao informacdes sobre a concavidade da superficie e como a taxa de
variacao esta mudando. Por exemplo, f.. hos diz como a inclinagcao na direcao z esta mudando a medida que z
varia. Se f,, for positivo, a superficie é cdncava para cima na direcao z, como uma tigela. Se for negativo, é
cdncava para baixo.

As derivadas parciais mistas, como f,, e f,,, Sd0 particularmente interessantes. Elas nos dizem como a taxa de
variagao em uma diregao e afetada pela mudanca na outra diregao. Por exemplo, f,, nos diz como a inclinagao na
direcao z muda quando nos movemos na direcao y. Intuitivamente, vocé poderia esperar que a ordem de derivacao
fizesse diferenca. No entanto, um teorema fundamental nos diz o contrario.



O Teorema de Clairaut: Uma Simetria
Surpreendente

Aqui entra um dos resultados mais elegantes e uteis do calculo multivariavel: o Teorema de Clairaut (também
conhecido como Teorema de Schwarz). Ele afirma que, sob condicdes de continuidade razoaveis
(especificamente, se as segundas derivadas parciais mistas f,, e f,. forem continuas em uma regido), entdo a
ordem da derivagao nao importa. Ou seja:

0 f B 0? f
oydzr  Ozdy

ou, em notagao mais compacta: f,, = f,.

[J) Este teorema é uma béncao para quem trabalha com célculo multivaridvel, pois simplifica muitos calculos.
Se vocé precisar de uma derivada mista, pode escolher a ordem que for mais facil de calcular.

A intuicao por tras disso é que, se a funcao é "suave" o suficiente (continua e com derivadas continuas), a forma
como a taxa de mudanca em uma direcao é influenciada pela outra direcao é a mesma, independentemente de
qual "influéncia" vocé considera primeiro.

Vamos aplicar isso ao nosso exemplo da temperatura T'(z,y) = 100 — 2> — y*: Ja calculamos: f, = —2z f, = —2y

Agora, vamos calcular as segundas derivadas: f.. = %(—2:1:) = =2 fp = %(—Qy) = —2

E as mistas: f;, = 3%(—2:1;) = 0 (porque -2x € tratado como constante em relagdo ay) fy, = %(—211) = 0 (porque
-2y é tratado como constante em relacao a x)

Como esperado, f., = f,. = 0. Neste caso, a taxa de variagao em z ndo é afetada por mudancgas em y, e vice-
versa, o que faz sentido para uma funcao tao simétrica.

O Teorema de Clairaut € fundamental em fisica (por exemplo, no estudo de campos conservativos), engenharia
(analise de tensdes e deformacdes) e economia (otimizacao de fung¢des de producao).



Aplicacoes em Taxas de Variacao
Relacionadas em Sistemas Multivariaveis

As derivadas parciais sao a espinha dorsal para entender como as variaveis interagem em sistemas complexos.
Uma das aplicacdes mais diretas € em problemas de taxas de variacao relacionadas. No calculo de uma variavel,
voceé pode ter resolvido problemas como a taxa de mudanca do volume de um balao a medida que seu raio
aumenta. Em sistemas multivariaveis, a situacao é mais rica.

Imagine um cone de sorvete. Seu volume V depende de seu raio r e de sua altura h, dado pela férmula vV = %mﬂh.
Se o sorvete esta derretendo, tanto o raio quanto a altura podem estar mudando com o tempo. As derivadas
parciais nos permitem entender como o volume muda em relagcao a r (mantendo h constante) ou em relacao a h
(mantendo r constante). Mas e se quisermos saber a taxa de variacao do volume em relacao ao tempo?

o) 02 03

Identificar as variaveis Aplicar a regra da cadeia Calcular as derivadas
. . arciais

Volume V depende do raio r(t) e v — oy oV dh P

altura h(t), ambos fungdes do tempo & =2rrhe &L = Llar?

Aqui, usamos a regra da cadeia multivariavel (qQue sera aprofundada na proxima aula), mas a base sao as derivadas
parciais. Se r e h sdo fungdes do tempo ¢, ou seja, r(t) e h(t), entao a taxa de variagcao do volume em relagao ao
tempo é:

d_V_@Vdr+6th
dt  Or dt Oh dt

o5}

— 2 oV _ 1
—37r7°h ; ST

Calculando as derivadas parciais: 3‘7{ 2

ar

Entao, % = %m«hﬁ—’; + %ﬂ'rz%. Esta equacao nos permite calcular a taxa de derretimento do volume do sorvete,

dadas as taxas de mudanca do raio e da altura.



Mais Aplicacoes: Otimizacao e Sensibilidade

As aplicacbes das derivadas parciais vao muito além de taxas de variacao simples. Elas sdo a base da otimizacao
em multiplas dimensdes. Em economia, por exemplo, uma empresa pode querer maximizar seu lucro, que depende
de multiplos fatores como preco de venda, custo de producao, investimento em marketing, etc. As derivadas
parciais do lucro em relacao a cada um desses fatores nos dizem como o lucro muda se ajustarmos um desses
fatores, mantendo os outros constantes. Encontrar os pontos onde todas as derivadas parciais sao zero é o
primeiro passo para encontrar os pontos de maximo ou minimo (locais) da funcao de lucro.

[~ &3 (o:

Economia Engenharia Fisica

Maximizacao de lucro considerando  Analise de sensibilidade de sistemas Eletromagnetismo e mecanica
preco, custo de producao, - como mudancas em componentes  quantica utilizam derivadas parciais
investimento em marketing e outros  afetam o desempenho geral do nas equacoes fundamentais como
fatores simultaneamente. sistema. Maxwell e Schrodinger.

Em engenharia, as derivadas parciais sao usadas para analisar a sensibilidade de um sistema. Por exemplo, como
a frequéncia de ressonancia de um circuito eletrénico muda se a capacitancia de um componente variar
ligeiramente? Ou como a deflexao de uma viga muda se a carga aplicada em um ponto especifico for alterada? As
derivadas parciais quantificam essa sensibilidade, permitindo que os engenheiros projetem sistemas mais robustos
e eficientes.

Outro campo onde as derivadas parciais sao indispensaveis € a fisica, especialmente em eletromagnetismo e
mecanica quantica. O conceito de gradiente (um vetor formado pelas derivadas parciais) aponta na direcao de
maior taxa de variacao de um campo escalar, como o potencial elétrico. As equacdes de Maxwell, que descrevem
o comportamento dos campos elétricos e magnéticos, sao formuladas usando derivadas parciais. Na mecanica
quantica, a famosa equacao de Schrodinger, que descreve como o estado quantico de um sistema fisico muda
com o tempo, também é uma equacao diferencial parcial.

Esses exemplos ilustram que as derivadas parciais nao sao apenas um conceito matematico abstrato; elas sdo uma
ferramenta essencial para modelar e resolver problemas complexos em quase todas as disciplinas cientificas e
tecnoldgicas modernas. Elas nos permitem "dissecar" a mudanca, entendendo a contribuicao de cada variavel
para o comportamento geral de um sistema.



A Profundidade da Diferenciabilidade:
Quando a Superficie e "Suave"

Até agora, falamos sobre derivadas parciais como se elas sempre existissem e fossem bem-comportadas. No
entanto, assim como no calculo de uma variavel, onde uma funcao pode ter uma derivada em um ponto, mas nao
ser diferenciavel (pense em um "bico" no grafico), o conceito de diferenciabilidade em multiplas variaveis é mais
sutil e profundo.

Uma Variavel Multiplas Variaveis

Para uma funcao de uma variavel, a existéncia da Para uma funcao de duas variaveis, z = f(z,y), a
derivada em um ponto garante que a funcao é "suave" existéncia das derivadas parciais f, e f, em um ponto
naquele ponto, ou seja, pode ser bem aproximada por (a,b) ndo € suficiente para garantir que a fungao seja
uma linha reta (a tangente). "suave" naquele ponto.

A superficie pode ter "dobras" ou "quinas" mesmo que as derivadas parciais existam.

[) A diferenciabilidade em multiplas variaveis significa que a superficie z = f(z,y) pode ser bem aproximada
por um plano tangente no ponto (a,b, f(a,b)). Este plano tangente é a generalizagao da linha tangente para
funcdes de uma variavel.

Para que uma funcao f(z,y) seja diferenciavel em um ponto (a,b), ndo basta que f.(a,b) e f,(a,b) existam. E
necessario que as derivadas parciais sejam continuas em uma vizinhanc¢a do ponto, ou que a func¢ao satisfaca uma
definicdo mais rigorosa envolvendo limites.

A condicao mais pratica e comum para garantir a diferenciabilidade € que as derivadas parciais f, e f, sejam
continuas em uma regido. Se elas forem continuas, entao a funcao é diferenciavel nessa regiao. Isso € analogo a
dizer que, se a inclinacao da sua montanha muda suavemente em todas as direcées, entao a montanha nao tem
picos abruptos ou vales repentinos que a tornariam "nao suave".



A Importancia da Diferenciabilidade na
Pratica

Por que a diferenciabilidade é tao importante? Porque ela nos permite usar a aproximacao linear. Se uma funcao é
diferenciavel em um ponto, podemos usar o plano tangente para estimar os valores da funcao em pontos préoximos.
Isso € extremamente util em situacdes onde a fung¢ao original € muito complexa para ser avaliada diretamente, ou
guando precisamos entender o comportamento local da funcao.

. D

Engenharia Estrutural Ciéncia de Dados Teoremas Fundamentais
Modelagem de tensao em Otimizacao de modelos de Base para Teorema da Funcao
estruturas complexas usando Machine Learning através do Implicita e Teorema da Funcao
aproximacoes lineares locais Gradiente Descendente Inversa

Pense em um engenheiro que esta modelando a tensdao em uma estrutura. A funcao que descreve a tensao pode
ser incrivelmente complexa. Se essa funcao for diferenciavel, o engenheiro pode usar o plano tangente para prever
como pequenas mudancas has cargas ou nas dimensdes da estrutura afetardo a tensao, sem ter que recalcular a
funcado completa a cada vez. Isso economiza tempo e recursos computacionais.

Em Ciéncia de Dados, a diferenciabilidade é a base para a otimizacao de modelos. Algoritmos de otimizacao, como
0 ja mencionado Gradiente Descendente, dependem da capacidade de calcular as derivadas parciais da funcao de
custo e de que essas derivadas fornecam uma boa aproximacao linear do comportamento da funcao. Se a funcao
de custo nao for diferenciavel em algum ponto, o algoritmo pode "travar" ou nao convergir para a solucao 6tima.

A diferenciabilidade também é crucial para a validade de muitos teoremas importantes do calculo multivariavel,
como o Teorema da Funcao Implicita e o Teorema da Funcao Inversa, que sao ferramentas poderosas para resolver
equacoes e transformar coordenadas em problemas complexos. Em resumo, a diferenciabilidade é a propriedade
gue garante que o calculo multivaridvel funcione como esperamos, permitindo-nos usar suas ferramentas para
analisar e manipular funcdes de forma eficaz.



Resumo e Conexao para a Proxima Etapa

Nesta primeira parte sobre Derivadas Parciais e Diferenciabilidade, desvendamos o universo das funcdes de
multiplas variaveis, aprendendo a defini-las, a visualizar seus graficos e curvas de nivel, e a calcular suas taxas de
variacao em direcdes especificas através das derivadas parciais. Exploramos a interpretacdo geométrica dessas
derivadas, a importancia das derivadas de ordem superior e a simetria surpreendente do Teorema de Clairaut.
Finalmente, introduzimos o conceito de diferenciabilidade e sua relevancia pratica.

Funcoes Multivariaveis Derivadas Parciais

Definicao, dominio, imagem e visualizacao através Calculo e interpretacao geométrica das taxas de

de graficos 3D e curvas de nivel variacao em direcoes especificas

Teorema de Clairaut Diferenciabilidade

Simetria das derivadas mistas e simplificacao de Condicoes para superficies "suaves" e aproximacao
calculos por planos tangentes

Vocé agora tem uma base solida para entender como as mudancas em uma variavel afetam uma funcao
multivariavel, mantendo as outras constantes. Isso € como entender como o motor de um carro funciona ao ajustar
apenas o acelerador, mantendo o volante reto. Mas a vida real raramente € tao simples. E se vocé precisar virar o
volante e acelerar ao mesmo tempo?

Na Aula 4 - Derivadas Parciais e Diferenciabilidade - Parte 2, vamos aprofundar ainda mais, explorando a
Regra da Cadeia para funcdes de multiplas variaveis, o conceito de gradiente (que nos dira a direcao de maior
inclinacao), e as derivadas direcionais, que nos permitirdo calcular a taxa de variacao em qualquer dire¢cao, nao
apenas ao longo dos eixos. Prepare-se para expandir ainda mais suas ferramentas de analise!




Aplicacoes em Foco: Otimizacao de
Algoritmos em Ciencia de Dados

Um dos campos onde as derivadas parciais brilham intensamente € a Ciéncia de Dados, especialmente na
otimizacao de algoritmos de Machine Learning. Muitos modelos, como redes neurais, dependem de um processo
de "treinamento" onde ajustam seus parametros para minimizar uma funcao de custo (ou funcao de perda). Essa
funcao de custo mede o quao "errado" o modelo esta.

Imagine que a funcao de custo J depende de milhares de parametros wi, ws, ..., w,. Para minimizar J, precisamos

saber como J muda em relacdo a cada parametro. E aqui que as derivadas parciais entram: 2L, 2L 21

01 02

Calcular Derivadas Parciais Aplicar Gradiente Descendente

Determinar como a funcao de custo muda em relacdoa  Usar as derivadas para encontrar a direcdo de maior
cada parametro do modelo decréscimo da funcao de custo

03 04

Atualizar Parametros Iterar até Convergéncia

Ajustar cada parametro na direcao oposta a sua Repetir o processo até que a funcao de custo atinja um
derivada parcial minimo

O algoritmo de Gradiente Descendente usa essas derivadas parciais para encontrar o caminho mais ingreme para
"descer" na superficie da funcao de custo, em direcao ao seu minimo. Cada parametro w; € atualizado na direcao
oposta a sua derivada parcial, multiplicado por uma "taxa de aprendizado" (um pequeno passo):

W; < W; — Oéa—J
Bwi
Onde « é a taxa de aprendizado. Este processo iterativo continua até que a funcao de custo atinja um minimo (ou
uma regiao préxima a ele). Sem as derivadas parciais, seria impossivel treinar esses modelos complexos que
impulsionam a inteligéncia artificial moderna. E a aplicacdo direta do que vocé aprendeu hoje, em um dos campos
mais quentes da tecnologia.



A Importancia da Visualizacao em
Engenharia e Fisica

Em Engenharia e Fisica, a capacidade de visualizar fungcdes de multiplas variaveis e suas derivadas parciais €
fundamental para a intuicao e a resolucao de problemas. Por exemplo, ao estudar o fluxo de fluidos, a velocidade
de um fluido em um ponto do espaco pode ser uma fungao V(z,y, z). As derivadas parciais de V em relagao a z,y, z
nos diriam como a velocidade muda ao longo de cada direcao.

Consideremos a equacao do calor, que descreve como a temperatura T se distribui em um material ao longo do
tempo ¢t e do espacgo (z,y, z):

0T (82T 0°T 82T)

o oz T e T o

Aqui, k € uma constante de difusividade térmica.

A 5% ©

Equacao Diferencial Parcial Segundas Derivadas Aplicacoes Praticas

Esta equacao € uma equacao As segundas derivadas parciais, Crucial para entender a propagacao
diferencial parcial (EDP), e sua como g%, representam a do calor, otimizar design de
solucao nos permite prever a concavidade da distribuicao de componentes e prever propagacao
temperatura em qualquer ponto do temperatura em uma dada direcao. de incéndios.

material a qualgquer momento.

Uma alta concavidade (positiva) significa que a temperatura esta subindo cada vez mais rapido, ou descendo cada
vez mais devagar, o que é crucial para entender a propagacao do calor.

A visualizacao das curvas de nivel de temperatura (isotermas) em um mapa de calor, por exemplo, permite que os
engenheiros identifiquem pontos quentes e frios, otimizem o design de componentes para dissipacao de calor, ou
prevejam a propagacao de incéndios. A compreensao das derivadas parciais € o que permite a esses profissionais
"ler" e interpretar esses mapas e modelos complexos.



Economia e Modelagem de Producao:
Otimizando Recursos

No campo da Economia, as derivadas parciais sao ferramentas indispensaveis para a modelagem de producao e a
otimizacao de recursos. Uma funcao de producao, por exemplo, pode descrever a quantidade de produto Q que
uma empresa pode produzir com base em diferentes quantidades de insumos, como capital K e trabalho L. Uma
funcao de producao Cobb-Douglas é um exemplo comum:

Q(K,L) = AK°LP

Para entender como a producao muda ao adicionar mais capital (mantendo o trabalho constante) ou mais trabalho
(mantendo o capital constante), usamos as derivadas parciais:

Produto Marginal do Capital (PMK) Produto Marginal do Trabalho (PML)

99 = AaK*'LP 8 = ABKeLP !

Isso nos diz quanto a producao aumenta ao adicionar Isso nos diz quanto a producao aumenta ao adicionar
uma unidade extra de capital. uma unidade extra de trabalho.

Esses conceitos sao cruciais para as decisdes de alocacao de recursos de uma empresa. Se o PMK for muito maior
que o PML, a empresa pode decidir investir mais em capital do que em trabalho para aumentar a producao de
forma mais eficiente.

[ Além disso, as derivadas parciais de segunda ordem podem ser usadas para analisar a Lei dos
Rendimentos Decrescentes. Por exemplo, se g%?; < 0, isso significa que o produto marginal do capital esta
diminuindo a medida que mais capital é adicionado, refletindo que, a partir de um certo ponto, adicionar
mais capital sozinho nao aumenta a producao na mesma proporcao.

A capacidade de quantificar essas relacdes e otimizar a producao para maximizar lucros ou minimizar custos &
diretamente derivada do entendimento e aplicacao das derivadas parciais.



Desafios e Futuro: Onde o Calculo
Multivariavel nos Leva

O calculo multivariavel, com suas derivadas parciais, é a linguagem da mudancga em sistemas complexos. A medida
que o mundo se torna cada vez mais interconectado e os problemas que enfrentamos (sejam eles climaticos,
econbmicos, de saude ou tecnoldgicos) envolvem um numero crescente de variaveis interdependentes, a
capacidade de modelar e analisar esses sistemas torna-se mais critica do que nunca.

Desafios Atuais Futuro
Lidar com funcées de um numero extremamente Otimizacao, previsao e controle de sistemas
grande de variaveis, como as encontradas em multivariaveis sera habilidade cada vez mais
modelos de aprendizado profundo valorizada
1 2 3
Tendéncias 2025+

Integracao com IA, bioinformatica, robética e
simulacao de sistemas fisicos em tempo real

Um dos desafios atuais é lidar com fungdes de um numero extremamente grande de variaveis, como as
encontradas em modelos de aprendizado profundo. Embora os principios das derivadas parciais permanecam 0s
mesmos, a computacao eficiente dessas derivadas (através de técnicas como a retropropagacao em redes
neurais) e a visualizacao de espacos de alta dimensao sao areas de pesquisa ativa.

As tendéncias para 2025 e além apontam para uma integracao ainda maior do calculo multivariavel com areas
como a inteligéncia artificial, a bioinformatica (modelagem de sistemas bioldgicos complexos), a robdtica (controle
de multiplos graus de liberdade) e a simulacao de sistemas fisicos em tempo real. A capacidade de otimizar, prever
e controlar sistemas multivariaveis sera uma habilidade cada vez mais valorizada em diversas profissdes.

Dominar as derivadas parciais é o seu primeiro passo para se tornar proficiente nesta linguagem. E a base para
entender conceitos mais avangados como o vetor gradiente, o operador Laplaciano, e as equacdes diferenciais
parciais que governam grande parte do universo fisico e dos sistemas complexos que tentamos modelar.
Continue explorando, e vocé descobrirda um mundo de possibilidades.




Consolidacao do Conhecimento

Nesta aula, exploramos as funcées de multiplas variaveis, desde sua definicao e visualizacao através de graficos e
curvas de nivel, até a esséncia da mudanca com as derivadas parciais. Vimos como a interpretacdo geométrica
nos da uma visao da inclinacao da superficie e como as derivadas de ordem superior, especialmente as mistas, se
comportam de forma previsivel gracas ao Teorema de Clairaut. Finalizamos com a importancia da
diferenciabilidade para a "suavidade" das funcdes e sua aplicabilidade em otimizacao e analise de sensibilidade.

Identificacao Visualizacao

Vocé agora pode identificar o dominio e a imagem Esbocar curvas de nivel para visualizacao de

de funcdes multivariaveis superficies complexas

Calculo Aplicacao

Calcular taxas de variacao em direcdes especificas Analisar como cada fator influencia resultados em
usando derivadas parciais sistemas complexos

Em pratica: Vocé agora pode identificar o dominio e a imagem de funcdes multivariaveis, esbocar suas curvas de
nivel para visualizacao, e calcular as taxas de variacao em direcdes especificas usando derivadas parciais. Essa
habilidade é fundamental para analisar como cada fator individualmente influencia um resultado em sistemas
complexos, seja em finangas, engenharia ou ciéncia de dados.



Autoavaliacao

Considere a funcao f(z,y) = z°y* — 2z + 5y. Qual é a derivada parcial de f em relagdo a z, f.(z,y)?
o a)3ziy? -2
o b)2z3y+5

o C)3z%y®> -2z
o d) z3y? -2
Para a funcéo g(z,y) = /=% + y2, qual das seguintes afirmacdes sobre suas curvas de nivel é verdadeira?
o a) Sao linhas retas.

o b) Sao parabolas.

o ) Sao circulos concéntricos.

o d) Sao elipses.

Dada a funcao h(z,y) = ", qual é o valor de hyy(z,y)?

o a)ew

o b) zye™

o C)(1+ zy)e™

o d) y2€my

Em um problema de otimiza¢gao de custos em uma fabrica, a fun¢cao de custo C(p,q) depende da producao de
dois produtos p e q. Se %—g = 0 em um determinado ponto, o que isso significa?

o a) O custo total € zero naquele ponto.

o b) O custo ndo muda ao variar a producao de q.

o ¢) O custo ndao muda ao variar a producao de p (mantendo g constante) naquele ponto.
o d) O custo € minimizado naquele ponto.

Explique, com suas palavras, por que a existéncia das derivadas parciais f, e f, em um ponto nao e suficiente
para garantir a diferenciabilidade de uma funcao f(z,y) naquele ponto. Qual condi¢do adicional é geralmente
requerida para assegurar a diferenciabilidade?



Gabarito

1 a)3z%y®> -2 2 c) Sao circulos concéntricos.

3 c)(1+zy)e™ 4 c) O custo hao muda ao variar a
producao de p (mantendo q constante)

naquele ponto.

[ Resposta da Questao 5:

A existéncia das derivadas parciais f, e f, em um ponto apenas garante que a fungao tem inclinacdes
bem definidas nas direcdes dos eixos z e y haquele ponto. No entanto, a superficie pode ter "quinas" ou
"dobras" abruptas em outras direcdes, o que impediria que ela fosse bem aproximada por um plano
tangente. Para garantir a diferenciabilidade, que implica uma superficie "suave" que pode ser aproximada
por um plano tangente, € geralmente requerida a continuidade das derivadas parciais f, e f, em uma
vizinhanc¢a do ponto.



Proxima Aula

Aula 4 - Derivadas Parciais e Diferenciabilidade - Parte
2

Na proxima aula, avancaremos para a Regra da Cadeia para funcdes de multiplas variaveis, o conceito de gradiente
e as derivadas direcionais, permitindo-nos explorar a taxa de variacao em qualquer direcao.

01 02 03

Regra da Cadeia Vetor Gradiente Derivadas Direcionais
Multivariavel A direcao de maior taxa de Taxa de variacao em qualquer
Como calcular derivadas quando as  crescimento de uma funcao direcao, nao apenas ao longo dos
variaveis dependem de outras eixos

variaveis

Recursos Adicionais

e Livro: Stewart, James. Calculo: Volume 2. (Para aprofundar nos conceitos e exemplos).
e Artigo: American Mathematical Monthly. (Para explorar aplicacdes e desenvolvimentos recentes).

e Plataforma Online: Khan Academy - Calculo Multivariavel. (Para exercicios interativos e videos explicativos).

[ NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estdo atualizadas até 2025. Consulte sempre
fontes oficiais e bibliografia especializada para verificar alteracées ou aprofundamentos.



