Aula 29 - A Equacao do Calor
Unidimensional

Bem-vindo(a) a Aula 29 do nosso Curso de Calculo Avancado! Hoje, embarcaremos em uma jornada fascinante
pelo mundo da Equacao do Calor Unidimensional, uma ferramenta matematica poderosa que descreve como o
calor se espalha em materiais. Se vocé ja se perguntou como os engenheiros preveem a temperatura de
componentes eletrénicos ou como os cientistas modelam a difusdo de substancias, esta aula é para vocé.

Imagine-se em uma cozinha, aquecendo uma barra de metal em uma das pontas. Como o calor se move por essa
barra? Ele se espalha instantaneamente? Ou leva um tempo para a outra ponta esquentar? A intuicao nos diz que o
calor se propaga, mas a matematica nos da a precisao para prever exatamente como e quando. E essa precisao
que buscamos desenvolver hoje.

Nosso objetivo principal é que, ao final desta aula, vocé seja capaz de compreender a modelagem da distribuicao
de calor em uma barra fina, resolver a Equacao do Calor sob diferentes condicoes de contorno (Dirichlet e
Neumann) utilizando o método de separacao de variaveis e Séries de Fourier, e analisar o comportamento da
solucao, como o decaimento exponencial para o estado de equilibrio. Prepare-se para conectar conceitos
abstratos a aplicacées muito concretas do seu dia a dia e da sua futura carreira.

Esta aula € um pilar fundamental para quem busca nao apenas cumprir horas complementares, mas também para
aqueles que almejam exceléncia em concursos publicos ou no mercado de trabalho em areas como Ciéncia de
Dados, Engenharia, Fisica e Economia. Vamos desvendar juntos os segredos da propagacao do calor, um conceito
que transcende a fisica e se manifesta em diversos fenbmenos complexos.



A Danca do Calor: Entendendo a Propagacao

Conducao de Calor Barra Unidimensional Propriedades do Material
O calor se move de regidoes mais Focamos no movimento do calor A velocidade de propagacao
quentes para regides mais frias ao longo do comprimento da depende das caracteristicas
através do material barra, desconsiderando perdas térmicas do material

laterais

Vocé ja parou para pensar como o calor se move? Nao € magica, € fisica! Quando colocamos uma colher de metal
gquente em um copo de agua fria, o calor da colher nao fica parado; ele se transfere para a agua até que ambos
atinjam uma temperatura de equilibrio. Esse processo de transferéncia de calor é fundamental para entender a
Equacao do Calor.

Em nosso estudo, vamos focar na conducao de calor em uma barra fina. Imagine essa barra como um fio de metal
ou um tubo, onde o calor se move predominantemente em uma unica direcao — ao longo do seu comprimento.
Desconsideramos perdas de calor para os lados (como se a barra estivesse perfeitamente isolada lateralmente), o
que simplifica o problema para uma dimensao. Essa simplificacdo nos permite construir um modelo matematico
que, embora idealizado, captura a esséncia do fendbmeno e serve de base para modelos mais complexos.

A intuicao por tras da Equacao do Calor é que o calor flui de regides mais quentes para regides mais frias, e a taxa
desse fluxo depende da diferenca de temperatura e das propriedades do material. Materiais como o cobre
conduzem calor muito mais rapidamente que a madeira, por exemplo. Essa caracteristica do material é crucial para
a modelagem e é capturada por uma constante em nossa equacao.



Do Fenomeno Fisico a Linguagem da
Matematica

[J) A Equacao do Calor Unidimensional
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Para transformar a intuicdo sobre o fluxo de calor em uma equacao precisa, precisamos de algumas ferramentas
do calculo. A principal delas ¢ a ideia de taxa de variacao. A temperatura em um ponto da barra nao € constante;
ela muda com o tempo e com a posicdo. E essa mudanca que a Equagao do Calor descreve.

A Equacao do Calor Unidimensional € uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) que relaciona a taxa de variacao da
temperatura em um ponto da barra com o tempo e a curvatura da distribuicao de temperatura no espaco.
Matematicamente, ela € expressa como:
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Onde:

e u(z,t) representa a temperatura no ponto x da barra no tempo t.
J % € a taxa de variacao da temperatura com o tempo.
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. % € a segunda derivada da temperatura em relacao a posicao, que mede a concavidade ou curvatura do perfil
de temperatura.

e £k é a difusividade térmica do material, uma constante positiva que nos diz quao rapidamente o calor se
espalha. Materiais com & alto (como metais) conduzem calor rapidamente, enquanto materiais com k baixo
(como isolantes) o fazem lentamente.

Pense na difusividade térmica k£ como a "agilidade" do material em espalhar o calor. Se vocé derramar tinta em um
copo d'agua, ela se espalha. Se derramar mel, ela se espalha muito mais lentamente. O k € analogo a essa
"velocidade de espalhamento" para o calor.



As Condicoes de Contorno: Definindo o
Cenario

Condicoes Iniciais Condicoes de Contorno
Descrevem como a temperatura esta distribuida na Definem o que acontece nas extremidades da
barra no instante t = 0 barra durante todo o processo

Uma equacao diferencial, por si s6, descreve um universo de possibilidades. Para que ela represente um problema
fisico especifico, precisamos de condicoes iniciais e condicoes de contorno. As condicdes iniciais nos dizem
como a temperatura esta distribuida na barra no instante t = 0. Ja as condicoes de contorno descrevem o que esta
acontecendo nas extremidades da barra. Elas sao cruciais porque definem o "ambiente" em que a barra esta
inserida.

Vamos comecar com as Condicoes de Contorno de Dirichlet. Elas sao as mais intuitivas: a temperatura nas
extremidades da barra € mantida fixa. Imagine que vocé esta segurando uma ponta da barra em um banho de gelo
(0°C) e a outra ponta em agua fervente (100°C). As temperaturas nas extremidades sao constantes, nao importa o
que aconteca no meio da barra.

Matematicamente, para uma barra de comprimento L, as condi¢cdes de Dirichlet seriam:
u(0,t) =Ty
u(L,t) =T

Onde T; e T, sao temperaturas fixas.

Conectar isso ao cotidiano é simples: pense em um cabo de energia que passa por uma parede. Se um lado da
parede estd em um ambiente refrigerado e o outro em um ambiente aquecido, o cabo experimentara temperaturas
fixas em suas extremidades, independentemente da temperatura que ele atinja no seu interior. Essa € a esséncia
das condicOes de Dirichlet: pontos de controle de temperatura.



A Estrategia da Separacao de Variaveis:
Dividir para Conquistar

[J Separacao de Variaveis

Assumimos que a solucao pode ser escrita como:

u(x,t) = X(x)T(t)

Resolver uma Equacao Diferencial Parcial pode parecer intimidante, mas a matematica nos oferece uma técnica
elegante: a separacao de variaveis. A ideia é transformar uma EDP, que depende de multiplas variaveis (neste
caso, z € t), em um conjunto de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs), que sao muito mais faceis de resolver.

Imagine que vocé tem um problema complexo com muitas pecas méveis. Em vez de tentar resolver tudo de uma
vez, vocé decide isolar cada peca e resolver seus problemas individualmente, para depois juntar as solucées. E
exatamente isso que a separacao de variaveis faz. Assumimos que a solu¢ao u(z,t) pode ser escrita como o
produto de duas funcdes, cada uma dependendo de apenas uma variavel:

u(z,t) = X(z)T'(t)

Onde X (z) € uma funcao que depende apenas da posicao z, e T'(t) € uma funcao que depende apenas do tempo t¢.
Ao substituir essa forma na Equacao do Calor e rearranjar os termos, conseguimos separar as variaveis, colocando
tudo que depende de z de um lado da equacao e tudo que depende de ¢t do outro.

Essa técnica € um dos pilares da resolugao de muitas EDPs em fisica e engenharia. Ela nos permite desmembrar a
complexidade e abordar o problema em etapas gerenciaveis, revelando a estrutura subjacente da solucao.



Desvendando a Solucao: O Papel das Séries
de Fourier
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Separacao de Variaveis Solucoes Individuais Séries de Fourier
Obtemos duas EDOs: uma para X(z) A parte espacial envolve fungoes Combinamos as solucdes para
(espacial) e outra para T'(¢) trigonomeétricas, a temporal envolve  satisfazer a condicao inicial
(temporal) exponenciais u(z,0) = f(z)

ApOés aplicar a separacao de variaveis a Equacao do Calor com condicées de contorno de Dirichlet (por exemplo,
u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0, para simplificar), chegamos a duas EDOs. A solugéo para a parte espacial X (z) envolve
funcdes trigonométricas (senos e cossenos), e a solucao para a parte temporal T'(t) envolve exponenciais.

No entanto, a combinacao dessas solucdes individuais precisa satisfazer nao apenas as condicdes de contorno,
mas também a condic¢ao inicial u(z,0) = f(x), que descreve a distribuicao de temperatura na barra no instante
inicial. E aqui que as Séries de Fourier entram em cena, como verdadeiras heroinas.

Uma Série de Fourier € uma forma de representar uma func¢ao periodica (ou uma fungao definida em um intervalo
finito) como uma soma infinita de senos e cossenos. Pense nisso como decompor uma musica complexa em suas
notas fundamentais e harmdnicos. Cada nota (seno ou cosseno) tem uma frequéncia e uma amplitude especificas.

Para a Equacao do Calor com condig¢des de Dirichlet, a solugcao geral € uma soma infinita de termos, cada um
sendo um produto de uma funcao seno (que satisfaz as condicdes de contorno) e uma funcao exponencial
decrescente no tempo. As Séries de Fourier nos fornecem a ferramenta para determinar os coeficientes (as
"amplitudes" de cada "nota") dessa soma infinita, de modo que a solucao se ajuste perfeitamente a condicao
inicial f(z).



A Solucao Completa e o Equilibrio Téermico

[J Solucao Geral
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Com a ajuda das Séries de Fourier, a solucao para a Equacao do Calor Unidimensional com condi¢des de contorno
de Dirichlet (onde as extremidades sao mantidas a zero, por exemplo, para simplificar a analise) e uma condicao
inicial u(z,0) = f(x) assume a forma:

uat) = 3 Basin (77 ) e HE)"
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Onde os coeficientes B, sao determinados pela integral de Fourier da fungao inicial f(z):

L
B, = %/0 f(x) sin (?) dz

2
Observe o termo exponencial e *(£)t. Como k, n, m, € L sdo constantes positivas, o expoente é sempre negativo.
Isso significa que, a medida que o tempo ¢t aumenta, o termo exponencial tende a zero. Este é o decaimento
exponencial da temperatura.

O que isso nos diz? Que, com o passar do tempo, a influéncia da condigao inicial f(z) diminui. Se as extremidades
da barra sao mantidas a uma temperatura constante (por exemplo, zero), a temperatura em todos os pontos da
barra tendera a essa temperatura constante. A barra eventualmente atingira um estado de equilibrio térmico, onde
ndo ha mais fluxo de calor e a temperatura é uniforme. E como um café quente que, deixado sobre a mesa, esfria
até atingir a temperatura ambiente.



Aplicacoes Praticas das Condicoes de
Dirichlet
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Engenharia Ciéncia de Dados Fisica

Projeto de dissipadores de calor Algoritmos de suavizacao de dados  Modelagem da difusao de

para processadores (CPUs), e propagacao de informacdes em particulas, poluentes no ar e
prevenindo superaguecimento redes, aplicando conceitos de distribuicao de probabilidade em
atraves da modelagem precisa da difusao e equilibrio mecanica quantica

dissipacgao térmica

A compreensao do decaimento exponencial e do estado de equilibrio é vital em diversas areas. Na Engenharia, ao
projetar dissipadores de calor para processadores (CPUs), & crucial prever como o calor se dissipara para evitar
superaquecimento. As extremidades do dissipador podem ser consideradas a uma temperatura ambiente
constante (condicao de Dirichlet), e 0 modelo da Equacao do Calor ajuda a otimizar o design.

Na Ciéncia de Dados, embora nao seja uma aplicacao direta da Equacao do Calor, o conceito de difusao e
equilibrio é analogo a algoritmos de suavizacao de dados ou de propagacao de informacdes em redes. A ideia de
que um "estado inicial" se dissipa para um "estado de equilibrio" € um padrao recorrente em sistemas dinamicos.

Em Fisica, a Equacao do Calor é um caso particular da equacao de difusao, que descreve a propagacao de
particulas, poluentes no ar ou até mesmo a distribuicao de probabilidade em mecanica quantica. Entender como as
condicdes de contorno fixas influenciam o sistema & fundamental para modelar fenédmenos como a difusao de
dopantes em semicondutores.

Conectando com as tendéncias de 2025, a modelagem de sistemas dinamicos complexos, muitas vezes baseada
em EDPs, é um pilar para o desenvolvimento de gémeos digitais (digital twins) em engenharia e manufatura.
Prever o comportamento térmico de um componente em tempo real, sob condicdes de contorno variaveis, € um
desafio que comeca com a compreensao dos fundamentos que estamos explorando aqui.



Além das Extremidades Fixas: Condicoes de
Contorno de Neumann

Dirichlet Neumann

Fixa a temperatura nas extremidades Fixa a taxa de fluxo de calor nas extremidades

Até agora, focamos nas condicdes de Dirichlet, onde a temperatura nas extremidades é fixa. Mas e se as
extremidades da barra nao estiverem em contato com uma fonte de calor ou resfriamento constante? E se elas
estiverem isoladas termicamente?

E ai que entram as Condicdes de Contorno de Neumann. Em vez de fixar a temperatura, elas fixam a taxa de fluxo
de calor nas extremidades. Se uma extremidade esta perfeitamente isolada, significa que nado ha calor entrando
nem saindo por ela. Matematicamente, isso se traduz em uma derivada da temperatura em relacao a posicao igual
a zero na extremidade.

Pense em uma garrafa térmica. Ela € projetada para isolar o conteudo do ambiente externo, minimizando a
transferéncia de calor. As paredes da garrafa térmica atuam como "condi¢cdes de Neumann", impedindo o fluxo de
calor.

Para uma barra de comprimento L, as condicées de Neumann seriam:

ou

—(0,t) =0

P UL
(extremidade esquerda isolada)

ou

—(L,t) =

o (Lyt) =0

(extremidade direita isolada)

Essas condicdées mudam a forma das solucdes espaciais que obtemos da separacao de variaveis. Em vez de
senos, as solucdes para X (z) agora envolvem cossenos, e a Série de Fourier utilizada para a condic¢ao inicial sera
uma Série de Fourier de Cossenos.



Resolvendo com Condicoes de Neumann:
Uma Nova Perspectiva

[J) Solucao com Condicoes de Neumann

u(z,t) = % + iA" CoS (?) e F(E)

n=1
Quando aplicamos a separacao de variaveis a Equacao do Calor com condicdes de contorno de Neumann, a parte

espacial da solugdo X (z) agora satisfaz 4X(0) = 0 e 2X(L) = 0. Isso nos leva a solucdes da forma cos (232).

A solucao geral para a Equagao do Calor com condi¢cdes de Neumann e uma condig¢ao inicial u(z,0) = f(z) € dada
por:
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Onde os coeficientes A, sao determinados pela Série de Fourier de Cossenos da fungao inicial f(z):

L
An:%/o f(w)cos(?)dw paran > 0

A principal diferenga aqui é a presenga do termo constante 4¢. Enquanto nas condicoes de Dirichlet a temperatura
final de equilibrio era zero (ou a temperatura fixa das extremidades), nas condicées de Neumann, a temperatura
final de equilibrio é a temperatura média inicial da barra. Isso faz sentido: se a barra esta isolada, o calor ndo pode
sair, entao ele se redistribui até que a temperatura seja uniforme em toda a barra, conservando a energia térmica
total.



Dirichlet vs. Neumann: Escolhendo a
Condicao Certa

Conceito Condicao de Dirichlet Condicao de Neumann

O que fixa? A temperatura nas extremidades. A taxa de fluxo de calor nas
extremidades (derivada).

Cenario Tipico Extremidades em contato com Extremidades isoladas termicamente.
reservatérios térmicos.

Solucao Espacial Funcodes seno. Funcdes cosseno.
Estado de Equilibrio Temperatura das extremidades. Temperatura média inicial da barra.
Exemplo Pratico Dissipador de calor com base em Garrafa térmica, parede isolada.

temperatura fixa.

A escolha entre condicdes de contorno de Dirichlet e Neumann é fundamental e depende do problema fisico que
estamos modelando. Ambas sao ferramentas poderosas, mas aplicaveis a cenarios distintos.

Imagine que vocé estd modelando a temperatura de um forno. Se a porta do forno esta aberta e mantida a uma
temperatura ambiente constante, vocé usaria uma condicao de Dirichlet. Se a porta esta fechada e bem isolada,
impedindo a troca de calor, uma condicao de Neumann seria mais apropriada.

A capacidade de discernir qual condi¢cao de contorno aplicar € um dos sinais de um bom modelador. Ndo se trata
apenas de resolver a matematica, mas de entender a fisica por tras dela e traduzi-la corretamente para a
linguagem das equacoes.



A Equacao do Calor em Cenarios Complexos
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1D - 2D/3D Fontes Internas Condicoes Mistas
Extensao para multiplas Adicao de termos de geracao de Combinacao de Dirichlet e
dimensoOes espaciais calor Neumann

Embora tenhamos focado na Equacao do Calor unidimensional, os principios que aprendemos sao a base para
problemas mais complexos em duas ou trés dimensodes, ou com fontes de calor internas, ou mesmo com
condicdes de contorno mistas (parte Dirichlet, parte Neumann).

Por exemplo, em um chip de computador, o calor € gerado internamente pelos transistores (uma "fonte" na
equacao) e se dissipa para o ambiente através de suas superficies (que podem ter condicdes de conveccao, uma
variacao das condicdes de contorno). A compreensao da solucao por separacao de variaveis e Séries de Fourier
0 ponto de partida para abordar esses desafios.

A beleza da matematica reside na sua capacidade de generalizacao. Uma vez que dominamos o caso
unidimensional, temos as ferramentas conceituais para expandir nosso entendimento para sistemas mais realistas
e complexos. A Equacao do Calor, em suas diversas formas, continua sendo uma ferramenta indispensavel em
areas de pesquisa e desenvolvimento de ponta, desde a otimizacao de baterias de veiculos elétricos até a
modelagem de sistemas bioldgicos.



Sintese e Proximos Passos

Equacao do Calor Unidimensional

Ferramenta poderosa para entender a propagacao de calor em materiais

Condicoes de Contorno

Dirichlet (temperatura fixa) e Neumann (fluxo isolado) definem o comportamento nas extremidades

Separacao de Variaveis

Técnica matematica que transforma EDPs complexas em EDOs mais simples

Séries de Fourier

Permitem ajustar a solucao as condicdes iniciais especificas do problema

Decaimento Exponencial

Comportamento temporal que leva o sistema ao estado de equilibrio térmico

Nesta aula, desvendamos a Equacao do Calor Unidimensional, uma poderosa ferramenta para entender a
propagacao de calor. Comegcamos pela intui¢cao fisica, passamos pela sua formulacao matematica como uma
Equacao Diferencial Parcial, e exploramos as cruciais condi¢coes de contorno de Dirichlet e Neumann.
Aprendemos a aplicar a técnica de separacao de variaveis e o poder das Séries de Fourier para encontrar
solucdes que descrevem como a temperatura evolui no tempo e no espaco, culminando na analise do decaimento
exponencial para o estado de equilibrio.

Em pratica: A capacidade de modelar fendbmenos de difusdao € uma habilidade valiosa. Seja para prever a
temperatura de um componente eletrénico, a dispersao de poluentes em um rio, ou até mesmo a propagacao de
informacdes em uma rede, 0s conceitos aqui apresentados sao a base. Vocé agora tem uma compreensao solida
de como as condicbes nas "fronteiras" de um sistema influenciam seu comportamento interno e sua evolucao ao
longo do tempo.



Autoavaliacao

1. Qual das seguintes opcdes melhor descreve o papel da difusividade térmica (k) na Equacao do Calor?
o a) Representa a temperatura inicial da barra.
o b) Indica a taxa de variacdo da temperatura com o tempo.
o ¢) Quantifica a rapidez com que o calor se espalha no material.
o d) Define as condicdes de contorno nas extremidades da barra.

2. Se uma barra metalica tem suas extremidades mantidas a uma temperatura constante de 0°C, qual tipo de
condicao de contorno € mais apropriado para modelar essa situacao?

o a) Condicao de Neumann
o b) Condicao de Robin
o ¢) Condicao de Dirichlet
o d) Condicao de Cauchy
3. O método de separacao de variaveis é utilizado para:
o a) Transformar uma EDO em uma EDP.
o b) Converter uma EDP em um sistema de EDOs.
o c¢) Determinar a difusividade térmica de um material.
o d) Calcular a temperatura média de uma barra.

4. Em uma barra isolada termicamente em ambas as extremidades (condicdes de Neumann), qual sera a
temperatura de equilibrio da barra apds um longo periodo de tempo?

o a) Zero graus Celsius.

o b) Atemperatura da extremidade esquerda.
o ) A temperatura da extremidade direita.

o d) A temperatura média inicial da barra.

5. Explique brevemente por que as Séries de Fourier sdo essenciais ha resolucao da Equacao do Calor com
condicdes de contorno e iniciais.



Gabarito

Questao 1 Questao 2
Resposta: c) Resposta: c)
Questao 3 Questao 4
Resposta: b) Resposta: d)

Questao 5: As Séries de Fourier sao essenciais porque permitem representar a condicao inicial de temperatura da
barra, u(z,0) = f(z), como uma soma infinita de funcdes trigonométricas (senos ou cossenos), que sao as solucdes
espaciais da Equacao do Calor que satisfazem as condicdes de contorno. Isso permite que a solucao geral, que é
uma combinacao linear dessas solucdes espaciais, se ajuste a distribuicao de temperatura inicial em toda a barra.

Proxima Aula

Na Aula 30 - A Equacao da Onda Unidimensional, exploraremos outra EDP fundamental que descreve fenébmenos
de propagacao, como ondas em uma corda vibrante ou ondas sonoras. Veremos as semelhancas e diferencas com
a Equacao do Calor e como a matematica nos permite modelar o movimento e a vibracao.

Recursos Adicionais

e Livros de Calculo Avancado (Stewart, Thomas, Spivak): Para aprofundar os conceitos matematicos e ver mais
exemplos resolvidos.

o Artigos do American Mathematical Monthly: Para explorar aplicacées e desenvolvimentos mais recentes da
matematica.

o Simulacoes interativas de EDPs: Para visualizar o comportamento das solucdes da Equacao do Calor em
tempo real.

NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e bibliografia especializada para verificar alteracdes ou aprofundamentos em aplicacdes especificas.



