Aula 25 - Sistemas de EDOs Lineares de
Primeira Ordem

A Danca dos Sistemas: Desvendando EDOs Lineares

Vocé ja parou para pensar como tudo ao nosso redor esta interligado? Desde o fluxo de carros em uma cidade ate
a interacao entre espécies em um ecossistema, a realidade raramente se resume a um unico elemento agindo
isoladamente. Pelo contrario, somos cercados por sistemas complexos, onde multiplas variaveis influenciam umas
as outras simultaneamente. E exatamente essa complexidade interconectada que os Sistemas de Equacdes
Diferenciais Ordinarias (EDOs) Lineares de Primeira Ordem nos permitem modelar e, mais importante,
compreender.

Nesta aula, embarcaremos em uma jornada para desvendar as ferramentas matematicas que nos permitem
analisar esses sistemas dinamicos. Vocé descobrira como a matematica, que a primeira vista pode parecer
abstrata, é na verdade a linguagem fundamental para descrever fenbmenos que vao desde a engenharia de
controle até a economia e a biologia. Prepare-se para ver como conceitos de algebra linear se entrelagcam com o
calculo para nos dar um poder analitico sem precedentes.

[J Ao final desta aula, vocé sera capaz de:

e Modelar situacdes reais complexas usando sistemas de EDOs lineares.
e Resolver sistemas homogéneos de EDOs com coeficientes constantes.
o Utilizar o método de autovalores e autovetores para encontrar solucdes.
e Interpretar o comportamento de sistemas 2x2 atraveés do plano de fase.

o Classificar pontos de equilibrio e entender sua estabilidade.

Nosso percurso comecara com a contextualizacao da necessidade de sistemas, passando pela modelagem,
mergulhando na teoria de autovalores e autovetores, e culminando na visualizacao e interpretacao do plano de
fase. Lembre-se de seus conhecimentos de calculo diferencial e integral, e especialmente de algebra linear, pois
eles serao a base sobre a qual construiremos nosso entendimento.



Além da Equacao Unica: Por Que
Precisamos de Sistemas?

Imagine que vocé esta tentando prever o crescimento de uma populacao de coelhos. Uma unica equacao
diferencial pode ser suficiente para descrever como a taxa de natalidade e mortalidade afetam o numero de
coelhos ao longo do tempo. No entanto, 0 que acontece se adicionarmos raposas a essa equacao? De repente, 0
numero de coelhos ndo depende apenas de si mesmo, mas também do numero de raposas, que por sua vez,
depende do numero de coelhos. A realidade se torna um emaranhado de relacdes.

Sistemas Simples Sistemas Complexos Mundo Real

Uma unica variavel Multiplas variaveis Interdependéncias
Comportamento isolado Interacoes mutuas Dindmicas acopladas
Solucdes diretas Comportamento emergente Complexidade inerente

E nesse ponto que a matematica de uma Unica EDO se torna insuficiente. Precisamos de um conjunto de equacdes,
um sistema, onde cada equacao descreve a taxa de mudanca de uma variavel em funcao de todas as outras
variaveis do sistema. Pense nisso como uma orquestra, onde cada instrumento (variavel) toca sua propria melodia,
mas a harmonia geral (0 comportamento do sistema) emerge da interacao de todos os instrumentos tocando
juntos.

Essa interconexao € a norma, nao a exce¢ao, em muitos campos da ciéncia e engenharia. Seja na analise de
circuitos elétricos complexos, na dinamica de populacdes em ecologia, ou na modelagem de reacdes quimicas, a
capacidade de descrever e resolver sistemas de EDOs é fundamental. E a ferramenta que nos permite ir além da
simplificacao e abracar a complexidade inerente ao mundo real.



Modelando a Realidade: Tanques
Interligados e Predador-Presa

Para ilustrar a necessidade e o poder dos sistemas de EDOs, vamos explorar dois exemplos classicos que vocé
provavelmente ja encontrou em outras disciplinas. Eles nos ajudarao a construir uma intuicao sobre como a

matematica se traduz em fendmenos observaveis.

Tanques Interligados

Primeiro, imagine dois tanques de agua interligados.

Um tanque contém agua salgada e o outro, agua pura.

A agua flui de um para o outro e também para fora do
sistema. A quantidade de sal em cada tanque muda
com o tempo, dependendo nao apenas da
concentracao de sal no proprio tanque, mas também
da concentracao no tanque vizinho e das taxas de
fluxo.

Para modelar a quantidade de sal em cada tanque,
digamos x,(t) e x,(t), precisamos de duas equacoes
diferenciais acopladas, uma para cada tanque,
formando um sistema. A taxa de variacao de x,
depende de X, € X5, € 0 mesmo ocorre para Xs.

Modelo Predador-Presa

Outro exemplo fascinante é o modelo predador-presa,
como o de Lotka-Volterra. Aqui, temos duas
populacdes: uma de presas (por exemplo, coelhos) e
outra de predadores (por exemplo, raposas). A taxa de
crescimento dos coelhos é influenciada pela presenca
das raposas (que os cacam), e a taxa de crescimento
das raposas ¢ influenciada pela disponibilidade de
coelhos (sua fonte de alimento).

Se x(t) for a populacao de presas e y(t) a populacao de
predadores, teremos um sistema de duas EDOs: dx/dt
= f(x,y) e dy/dt = g(x,y). Esses modelos, embora
simplificados, revelam padrdes ciclicos
surpreendentes que sao observados na natureza.



A Linguagem dos Sistemas de EDOs
Lineares

Agora que entendemos a necessidade, vamos formalizar a linguagem. Um sistema de EDOs lineares de primeira
ordem é um conjunto de equacdes diferenciais onde cada derivada de uma funcao desconhecida € expressa como
uma combinacao linear das proprias funcdes desconhecidas e, possivelmente, de funcdes do tempo. A

"linearidade" aqui é crucial: significa que as funcdes desconhecidas e suas derivadas aparecem apenas na
primeira poténcia e nao sao multiplicadas entre si.

01 02 03
Identificar as Variaveis Formar a Matriz de Escrever na Forma Matricial
Definir o vetor de funcdes Coeficientes Expressar o sistema como dx/dt =
desconhecidas x(t) = [x4(t), X2(t), ...,  Construir a matriz A que contém AX
Xn()]7 todos os coeficientes constantes do

sistema

A forma geral de um sistema homogéneo (sem termos que dependem apenas do tempo, como fontes externas)
com coeficientes constantes é particularmente importante e sera nosso foco principal. Ele pode ser escrito de
forma compacta usando notacao matricial, o que simplifica muito a sua manipulacao e resolucao.

Entao, o sistema pode ser representado como:

dx

E:AX

Onde % € o vetor das derivadas de cada funcao, e A é uma matriz de coeficientes constantes n x n. Essa forma
matricial € a chave para conectar a resolucao de sistemas de EDOs com os poderosos conceitos da algebra linear,
como autovalores e autovetores. Pense na matriz A como o "DNA" do sistema; ela contém todas as informacdes
sobre como as variaveis interagem e como o sistema evolui.



O Coracao da Solucao: Autovalores e
Autovetores

Se a matriz A € o DNA do sistema, entado os autovalores e autovetores sao 0s genes que determinam o
comportamento fundamental desse DNA. Para um sistema de EDOs lineares homogéneo da forma ‘fz—’f = Ax, a busca
por solucdes exponenciais do tipo x(t) = ve* nos leva diretamente a esses conceitos da algebra linear.

Autovetores Autovalores 7\_ Equacao

Representam as "direcoes Indicam as taxas de Caracteristica
preferenciais" ou "modos crescimento ou decaimento A relacao Av = Av define o
naturais" de evolucao do associadas as direcdes dos problema de autovalor,
sistema. Sao as direcdes autovetores. Determinam a conectando algebra linear
nas quais o sistema se move velocidade e o tipo de com EDOs.

sem mudar sua orientacao movimento.

relativa.

Quando substituimos essa forma de solucao no sistema, chegamos a equacao Av = \v. Esta é a definicao classica
de um problema de autovalor: A € um autovalor (um escalar) e v € o autovetor correspondente (um vetor nao nulo).

Pense em um barco a deriva em um rio com correntes complexas. Existem certas direcdes (autovetores) nas quais
0 barco se movera apenas sendo empurrado ou puxado, sem mudar sua orientacao em relacao a corrente. A
velocidade com que ele se move nessas direcoes (autovalores) pode ser de aceleracao, desaceleracao ou mesmo
oscilacao. Compreender esses autovalores e autovetores € como ter um mapa das correntes e saber para onde o
barco ira, dependendo de sua posicao inicial.

A natureza dos autovalores (reais distintos, complexos conjugados, ou reais repetidos) determinara a forma das
solucdes e, consequentemente, o comportamento dinamico do sistema. E aqui que a teoria se torna pratica,
permitindo-nos prever o futuro do sistema.



Desvendando a Solucao Geral: Autovalores
Reais Distintos

Compreender os autovalores e autovetores € o primeiro passo. O proximo é usa-los para construir a solucao geral
do sistema. Vamos comecar com o caso mais simples e intuitivo: quando a matriz A possui autovalores reais e

distintos.
1 S

Autovalores Distintos Autovetores Solucoes Particulares

A1, N2, ..., N\, todos diferentes Independentes X;(t) = v,e™(A;t)

Vi, Vo, ..., V, linearmente
independentes

Se a matriz A de um sistema n x n tem n autovalores reais distintos, \,, A\, ..., \,, € seus autovetores linearmente
independentes correspondentes, v,, Vs, ..., V,, entdo cada par (A;, v;) gera uma solucao particular da forma
x;(t) = v;e)t. A beleza é que, devido a linearidade do sistema, a solugao geral € uma combinacao linear dessas

solucdes particulares.

Assim, a solugédo geral para o sistema 2 = Ax ¢é dada por:

x(t) = civieMt £ eovee™ - e v et

(J Interpretacao Fisica: Pense nisso como a receita para um bolo: cada ingrediente (solucao particular)
contribui para o sabor final, e a quantidade de cada ingrediente (constante c;) pode ser ajustada para
obter o resultado desejado.

Onde c,, c,, ..., C, S0 constantes arbitrarias, determinadas pelas condicdes iniciais do problema. Se um autovalor
A; for positivo, a solucao associada crescera exponencialmente; se for negativo, decaira. Se for zero, a solucao

sera constante.



Autovalores Complexos: A Danca Espiral

Nem sempre os autovalores sao numeros reais. Em muitos sistemas dindmicos, especialmente aqueles que exibem
comportamento oscilatorio, encontramos autovalores complexos conjugados. Quando isso acontece, a solucao
nao envolve apenas crescimentos ou decaimentos exponenciais puros, mas também oscilacoes.

Se um par de autovalores complexos conjugados é A = o = i3, e
seus autovetores correspondentes sao v = a * ib, entao as
solucoes exponenciais complexas podem ser combinadas para
formar duas solucdes reais linearmente independentes. Essas
solu¢des envolvem fungdes trigonométricas (senos e cossenos)

multiplicadas por exponenciais. a > O

A forma das solucdes reais sera algo como:

x;(t) = e*(acos(ft) — bsin(At))

x3(t) = e*(asin(Bt) + b cos(pt)) Espiral Crescente

Amplitude aumenta

a<O0

Espiral Decrescente

Amplitude diminui

Oscilacao Pura

Amplitude constante

E a solucao geral sera uma combinacao linear dessas duas. O termo e** determina se as oscilacdes aumentam (a >
0), diminuem (a < 0) ou permanecem constantes (a = 0) em amplitude. O termo cos(8t) e sin(At) introduz o carater
oscilatorio.

Imagine um péndulo balancando: se ha atrito, a amplitude diminui (a < 0); se ha uma for¢a que o impulsiona, a
amplitude pode aumentar (a > 0). Se nao ha atrito nem impulso, ele oscila indefinidamente (o = 0). Esse é 0
comportamento tipico de sistemas com autovalores complexos, resultando em trajetérias espirais ou circulares no
plano de fase.



Autovalores Repetidos: O Caso Especial

O terceiro e mais desafiador caso ocorre quando a matriz A possui autovalores reais repetidos. Aqui, a situacao é
um pouco mais delicada porque um autovalor repetido pode nao ter um numero suficiente de autovetores
linearmente independentes para formar uma base completa. Isso significa que a abordagem direta de ¢;v;e*t nao
nos dara todas as solucdes necessarias.

3
>

@ Formar Solucdes
Encontrar Autovetores Especiais
:\?Ie:::tlfllca; g Generalizados Incluir termos como te”(At),
uitiplicidades Resolver (A - Al)v, = v, quando t2e”(At), etc.
Multiplicidade algébrica: necessario

Combinar autovetores normais e
Construir cadeias de generalizados
autovetores generalizados

quantas vezes A\ aparece como
raiz

Multiplicidade geomeétrica:
numero de autovetores
independentes

Quando um autovalor A tem multiplicidade algébrica k (aparece k vezes como raiz do polindmio caracteristico),
mas sua multiplicidade geométrica (o numero de autovetores linearmente independentes associados a ele) é
menor que Kk, precisamos encontrar autovetores generalizados. Isso envolve resolver equacées como

(A — XI)v, = vy, onde v, € um autovetor "normal” e v, € um autovetor generalizado.

As solucdes associadas a autovalores repetidos podem incluir termos como te, t2e*, e assim por diante. Por
exemplo, para um autovalor A com multiplicidade 2, as solugdes podem ser da forma v,e* e (vt + vy)eM, onde v, é
um autovetor generalizado.

Pense nisso como um carro que nao so se move em uma direcao preferencial (autovetor), mas também tem um
componente de aceleracao ou desaceleracao que o empurra para fora dessa linha reta, fazendo com que sua
trajetdria se curve. E um comportamento mais complexo, mas ainda previsivel.



O Plano de Fase: Visualizando a Dinamica

Até agora, falamos sobre encontrar as solucdes matematicas. Mas como podemos visualizar o comportamento de
um sistema de EDOs, especialmente para sistemas 2x2? A resposta esta no plano de fase. O plano de fase € um
grafico onde os eixos representam as variaveis de estado do sistema (por exemplo, X, e X,), € as curvas
representam as trajetorias das solucdes ao longo do tempo.

Eixos do Sistema Trajetdrias
Cada eixo representa uma variavel de estado (x,, X5) Curvas que mostram como o sistema evolui no
tempo

Direcao do Tempo Pontos Especiais
Setas indicam a direcao do movimento temporal Pontos de equilibrio e caracteristicas importantes

Cada ponto no plano de fase corresponde a um estado particular do sistema. A medida que o tempo avanca, o
estado do sistema se move ao longo de uma trajetoria no plano de fase. As setas ao longo dessas trajetérias
indicam a direcao do movimento no tempo. O plano de fase nos oferece uma "fotografia" completa de todos os
comportamentos possiveis do sistema, dependendo das condicdes iniciais.

Analogia: Imagine que vocé esta olhando para um mapa do tempo. Em vez de mostrar a temperatura ou a
pressao em um unico ponto, o plano de fase mostra como o "clima" do sistema (suas variaveis) evolui a partir
de qualquer condicao inicial.

Ele revela padrbes de estabilidade, oscilacao, crescimento ou decaimento que seriam dificeis de inferir apenas das
equacdes. E uma ferramenta incrivelmente poderosa para a analise qualitativa de sistemas dinamicos,
especialmente quando as solucdes analiticas sdo complexas ou impossiveis de obter.



Pontos de Equilibrio: Os Centros da Atracao

Dentro do plano de fase, existem pontos de interesse especiais chamados pontos de equilibrio (ou pontos criticos,
ou pontos estacionarios). Estes sao os estados do sistema onde as taxas de variacao de todas as variaveis sao
zero, ou seja, & = 0. Para um sistema linear homogéneo & = Ax, o Unico ponto de equilibrio é geralmente a origem
(0,0), desde que a matriz A seja invertivel.

QIé Equilibrio Estavel & Equilibrio Instavel ﬁ Equilibrio Neutro
Como uma bola no fundo de Como uma bola no topo de Como uma bola em uma
uma tigela. Se perturbada, uma montanha. Qualquer superficie plana. Apos a
retorna ao ponto de pequena perturbacao faz o perturbacao, o sistema
equilibrio. O sistema sistema se afastar permanece no novo estado,
"esquece" pequenas indefinidamente do ponto de sem retornar nem se afastar
perturbacodes e volta ao equilibrio. mais.

estado original.

Um ponto de equilibrio representa um estado em que o sistema ndo muda mais, se deixado em paz. Se vocé
colocar o sistema exatamente em um ponto de equilibrio, ele permanecera la indefinidamente. No entanto, a
grande questao €: 0 que acontece se o sistema for ligeiramente perturbado desse ponto? Ele retorna ao equilibrio,
se afasta, ou oscila em torno dele? A resposta a essa pergunta nos leva ao conceito de estabilidade.

Os pontos de equilibrio sao os "lugares de descanso" do sistema, e sua classificacao nos diz muito sobre o

comportamento de longo prazo.



Classificando os Pontos de Equilibrio: Nos e

Selas

A classificacao dos pontos de equilibrio em sistemas 2x2 é feita com base na natureza dos autovalores da matriz

A. Essa classificacao nos da uma compreensao visual imediata do comportamento das trajetérias no plano de fase

perto do ponto de equilibrio.

Nos
Um N6 ocorre quando os autovalores sao reais e tém o
mesmo sinal.

e N6 Estavel (ambos negativos): Todas as trajetérias
proximas convergem para o ponto de equilibrio.
Imagine um ralo: toda a agua (trajetérias) converge
para ele.

e No Instavel (ambos positivos): Todas as trajetérias
se afastam do ponto de equilibrio. Pense em uma
fonte: a dgua se espalha para longe do centro.

Selas

Uma Sela ocorre quando os autovalores sao reais e
tém sinais opostos (um positivo e um negativo). Este é
sempre um ponto de equilibrio instavel.

As trajetorias se aproximam do ponto de equilibrio ao
longo de uma direcao (associada ao autovalor
negativo) e se afastam ao longo de outra direcao
(associada ao autovalor positivo).

Uma sela é como o ponto mais baixo de uma
montanha russa: vocé pode se aproximar dela de
certas direcdes, mas qualquer desvio minimo o fara
cair para um lado ou para o outro.

E um ponto de equilibrio crucial em muitos modelos, pois indica uma fronteira entre diferentes comportamentos do

sistema.



Classificando os Pontos de Equilibrio:
Centros e Espirais

Continuando nossa classificacao, temos os Centros e as Espirais, que surgem quando os autovalores sao
complexos.

Centro Espiral Estavel Espiral Instavel

Autovalores: Puramente Autovalores: Complexos com o Autovalores: Complexos com o

imaginarios (A = %iB, a = 0) <0 >0

Comportamento: Trajetorias Comportamento: Trajetorias Comportamento: Trajetorias

sao elipses ou circulos fechados espiralam para dentro espiralam para fora

Estabilidade: Assintoticamente Estabilidade: Instavel

assintotico) estavel

Estabilidade: Estavel (ndo

Exemplo: Redemoinho que se

Exemplo: Planeta orbitando uma Exemplo: Agua em um ralo que expande

estrela gira

Um Centro ocorre quando os autovalores sao puramente imaginarios (A = *iB, ou seja, a = 0). Neste caso, as
trajetorias no plano de fase sao elipses ou circulos fechados em torno do ponto de equilibrio. O sistema oscila
perpetuamente sem se aproximar ou se afastar do equilibrio.

Uma Espiral ocorre quando os autovalores sao complexos com uma parte real ndo nula (A = o £ i, com o # 0). As
espirais sao muito comuns em sistemas que exibem comportamento oscilatério com amortecimento ou
amplificacado, como circuitos RLC ou sistemas massa-mola com atrito.

Tipo de Ponto Autovalores Comportamento Estabilidade
No Estavel Reais, negativos Convergem Assint. Estavel
N6 Instavel Reais, positivos Afastam-se Instavel

Sela Reais, sinais opostos Aproximam/afastam Instavel
Centro Imaginarios puros Orbitas fechadas Estavel

Espiral Estavel

Espiral Instavel

Complexos, a < 0

Complexos, a >0

Espiralam dentro

Espiralam fora

Assint. Estavel

Instavel



Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

A discussao sobre Nos, Selas, Centros e Espirais nos leva diretamente ao conceito fundamental de estabilidade.
Em termos praticos, a estabilidade de um ponto de equilibrio nos diz se um sistema, uma vez perturbado de seu
estado de equilibrio, tende a retornar a ele, se afastar, ou permanecer em sua vizinhanca.

Estabilidade Assintética Estabilidade (Lyapunov) Instabilidade
O ponto de equilibrio é estavel O ponto de equilibrio é estavel Se o ponto de equilibrio nao é
e, além disso, todas as se, para qualquer perturbacao estavel, ele é instavel. Qualquer
trajetérias que comecam perto pequena, as trajetorias perturbacao, por menor que
dele convergem para ele a resultantes permanecerem seja, fara com que as
medida que o tempo tende ao dentro de uma vizinhanca trajetérias se afastem do ponto
infinito. Isso significa que o pequena do ponto. Elas nao de equilibrio.
sistema "esquece" sua precisam convergir para o Exemplos: N6s instavels, selas
condicao inicial e se assenta ponto, apenas nao se afastar o

e espirais instavels
no equilibrio. indefinidamente.
Exemplos: Nés estaveis e Exemplos: Centros sao
espirais estaveis exemplos classicos

A estabilidade é um conceito crucial em engenharia de controle, economia e biologia. Por exemplo, um engenheiro
projeta um sistema de controle para que ele seja assintoticamente estavel, garantindo que o sistema retorne ao seu
estado desejado apds qualquer disturbio. Em economia, a estabilidade de um ponto de equilibrio pode indicar se
um mercado ou uma economia tende a se estabilizar apdés um choque.



Aplicacoes em Engenharia e Ciencia de

Dados

A beleza dos Sistemas de EDOs Lineares de Primeira Ordem reside ndao apenas em sua elegancia matematica, mas

também em sua vasta aplicabilidade. Em um mundo cada vez mais impulsionado por dados e sistemas complexos,
a capacidade de modelar e analisar essas interacdes é uma habilidade de ponta.

Engenharia

Na Engenharia, esses sistemas sao a espinha dorsal
da modelagem de sistemas dinamicos. Pense em
circuitos elétricos (como circuitos RLC), sistemas
mecanicos (massa-mola-amortecedor), ou até mesmo
o controle de aeronaves e robos.

Analise de estabilidade para aeronaves

Controle de rob0s industriais

Sistemas de suspensao automotiva

Circuitos eletrbnicos complexos

A analise de estabilidade e vital para garantir que um
aviao nao saia de controle ou que um robd nao caia. A
capacidade de prever o comportamento de um
sistema sob diferentes condicdées € o que permite aos
engenheiros projetar solucdes robustas e seguras.

Ciéncia de Dados

No campo emergente da Ciéncia de Dados, embora a
modelagem tradicional de EDOs possa parecer
distante, os principios subjacentes sao
surpreendentemente relevantes.

e Algoritmos de otimizacgao
e Redes neurais recorrentes
e Seéries temporais financeiras

e Modelagem epidemiolégica

Algoritmos de otimizacao buscam pontos de equilibrio
em paisagens complexas de dados. A compreensao

de sistemas dinamicos inspira novas abordagens para
algoritmos de aprendizado de maquina, especialmente

aqueles que envolvem evolucao de estados ao longo
do tempo.



Desafios e Perspectivas Futuras

Embora os sistemas de EDOs lineares de primeira ordem sejam poderosos, eles representam apenas uma fatia do
universo dos sistemas dinamicos. A realidade, muitas vezes, é nao linear, o que significa que as variaveis podem
se multiplicar entre si ou aparecer em poténcias maiores que um. Resolver sistemas nao lineares é
significativamente mais complexo e, na maioria dos casos, hao ha solucdes analiticas exatas.

01 02

Linearizacao Local Analise Qualitativa

Usar a matriz Jacobiana para aproximar comportamento Estudar comportamento global através de planos de
nao linear em peguenas vizinhancas dos pontos de fase e espacos de fase de dimensdes superiores
equilibrio

03 04

Métodos Numéricos Fendomenos Emergentes

Utilizar simulagcbes computacionais para explorar Descobrir comportamentos como caos, bifurcagdes e
sistemas complexos quando solucdes analiticas sao atratores estranhos em sistemas nao lineares
intrataveis

Para sistemas nao lineares, a analise qualitativa no plano de fase (e em espacos de fase de dimensdes superiores)
torna-se ainda mais crucial. Ferramentas como a linearizacao em torno de pontos de equilibrio (usando a matriz
Jacobiana) permitem-nos aproximar o comportamento nao linear por um sistema linear em pequenas vizinhancas,
aplicando o que aprendemos nesta aula.

As tendéncias atuais em matematica aplicada e computacao estao cada vez mais focadas em metodos numéricos
e simulacdées computacionais para explorar esses sistemas complexos. Softwares como MATLAB, Python (com
bibliotecas como SciPy e NumPy) e R permitem que pesquisadores e engenheiros simulem o comportamento de
sistemas de EDOs, visualizem planos de fase e analisem a estabilidade mesmo quando as soluc¢des analiticas sao
intrataveis. Isso abre portas para a modelagem de fenbmenos ainda mais intrincados, desde a dinémica climatica
até a propagacao de doencas.



Resolucao de Problemas: Um Exemplo

Completo

Para solidificar nosso entendimento, vamos percorrer um exemplo completo de resolucao de um sistema de EDOs

lineares homogéneo.

() Problema:

Encontre a solucao geral do sistema:

x'(t) = x(t) + 2y(t)

y'(t) = 3x(t) + 2y(t)

01

02

Forma Matricial

Escrever o sistema na forma £ = Ax

«0= s a=]3 3

03

Encontrar Autovalores

Calcular o polindbmio caracteristico det(4 — AI) =0

1—-A 2

det[ 3 9_ )

]:)\2—3)\—4:0
Solucdes: A\, =4 e, = -1

04

Encontrar Autovetores

Para A\, = 4: v, = m

Para A, = -T: vy = l_lll

Ou, em termos de x(t) e y(t):

y(t) = 3cie* — coe”

Construir Solucao Geral

x(t) = ¢ m et + ¢y l_ll} et

z(t) = 2cie* + cpe

t

Este sistema tem um ponto de equilibrio na origem (0,0). Como os autovalores sao 4 (positivo) e -1 (negativo), o

ponto de equilibrio € uma Sela, o que significa que € instavel. As trajetorias se aproximam ao longo da direcao de

V, e se afastam ao longo da direcao de v,.



Mais Aplicacoes e Reflexoes

A capacidade de modelar e resolver sistemas de EDOs lineares de primeira ordem € uma habilidade fundamental
que transcende as fronteiras da matematica pura. Ela nos permite traduzir fenédmenos complexos do mundo real
em uma linguagem que podemos analisar e prever.

8@ Fisica |"§ Economia Z Biologia

Em Fisica, sistemas de Na Economia, modelos Em Biologia, desde modelos
EDOs sao usados para dinamicos que descrevem a de crescimento populacional
descrever o movimento de interacao entre oferta e até dinamicas de epidemias
multiplos corpos demanda, investimento e e interacdes ecologicas, 0s
interagindo, a dinamica de consumo, ou a evolucao de sistemas de EDOs fornecem
circuitos elétricos com dividas e ativos, insights cruciais sobre como
indutores e capacitores, e frequentemente se baseiam diferentes fatores bioldgicos
até mesmo em abordagens em sistemas de EDOs. A interagem e evoluem ao
simplificadas de mecanica estabilidade dos pontos de longo do tempo.

quantica. A analise de equilibrio nesses modelos

autovalores e autovetores é pode indicar se um sistema

também a base para econdmico tende a se

entender os estados de estabilizar ou a entrar em

energia e as propriedades colapso sob certas

de particulas em sistemas condigoes.

quanticos.

A compreensao desses modelos é vital para a formulacao de politicas publicas e estratégias de investimento. A
jornada que fizemos nesta aula, desde a necessidade de sistemas até a interpretacao de seus planos de fase, € um
testemunho do poder da matematica como ferramenta para desvendar os segredos do universo.

Ao conectar a algebra linear com o calculo, abrimos uma nova dimensao de analise, permitindo-nos nao apenas
descrever, mas também prever e, em muitos casos, controlar o comportamento de sistemas complexos.



Consolidacao e Proximos Passos

Nesta aula, mergulhamos no fascinante mundo dos Sistemas de EDOs Lineares de Primeira Ordem. Comeg¢amos
entendendo por que uma unica equacao nao é suficiente para modelar a complexidade do mundo real,
exemplificando com tanques interligados e modelos predador-presa. Em seguida, formalizamos a representacao
matricial desses sistemas, que € a porta de entrada para a poderosa aplicacao de autovalores e autovetores.

Exploramos como a natureza desses autovalores (reais distintos, complexos ou repetidos) determina a forma das
solucdes e, consequentemente, o comportamento dinamico do sistema. Finalmente, aprendemos a visualizar essas
dinamicas no plano de fase, classificando os pontos de equilibrio em néds, selas, centros e espirais, e
compreendendo suas implicacoes de estabilidade.

[J Em pratica:

A capacidade de modelar sistemas dinamicos € crucial em diversas areas. Vocé agora tem as
ferramentas para analisar a estabilidade de um sistema de controle, prever a evolucao de populacdes
interagentes ou entender o comportamento de um circuito elétrico complexo. Essa habilidade é altamente
valorizada em campos como engenharia, ciéncia de dados e pesquisa cientifica.

Autoavaliacao

1. Qual das seguintes afirmacées melhor descreve a principal vantagem de usar sistemas de EDOs em vez de
EDOs unicas para modelagem?
o a) Sistemas de EDOs sao mais faceis de resolver analiticamente.
o b) Sistemas de EDOs permitem modelar interacdes e dependéncias mutuas entre multiplas variaveis.
o c¢) Sistemas de EDOs sao aplicaveis apenas a problemas de engenharia.
o d) Sistemas de EDOs sempre resultam em solucdes exponenciais.

2. Para um sistema de EDOs lineares homogéneo Cfl—’g = Ax, 0 que os autovalores e autovetores da matriz A
representam?
o a) As condicdes iniciais do sistema.
o b) As taxas de crescimento/decaimento e as direcdes preferenciais de evolucao do sistema.
o ) Apenas a estabilidade do ponto de equilibrio.
o d) O numero de variaveis no sistema.

3. Um ponto de equilibrio em um sistema 2x2 é classificado como uma "Sela". Isso implica que os autovalores da

matriz do sistema sao:
o a) Complexos conjugados com parte real zero.
o b) Reais e ambos negativos.
o ) Reais e com sinais opostos.
o d) Reais e ambos positivos.

4. Se um sistema de EDOs 2x2 tem autovalores complexos com parte real negativa, qual tipo de comportamento é
esperado no plano de fase?

o a) Trajetdrias que se afastam linearmente do ponto de equilibrio.

o b) Trajetdrias que oscilam em circulos perfeitos.

o ) Trajetdrias que espiralam para dentro, convergindo para o ponto de equilibrio.
o d) Trajetorias que se aproximam e se afastam em direcdes distintas.

5. Expligue brevemente por que a analise do plano de fase é uma ferramenta poderosa para sistemas de EDOs
2x2, mesmo quando as solucdes analiticas sdo conhecidas.



Gabarito e Recursos Adicionais

1 2 3 4

Resposta: b) Resposta: b) Resposta: c) Resposta: c)

[ Resposta da Questao 5:

A analise do plano de fase permite uma visualizacao intuitiva e qualitativa do comportamento global do
sistema, mostrando como as trajetorias evoluem a partir de diferentes condi¢cdes iniciais. Mesmo com
solucdes analiticas, o plano de fase revela padrées de estabilidade, oscilacado e convergéncia/divergéncia
de forma grafica, facilitando a compreensao do comportamento de longo prazo e a identificacao de
pontos de equilibrio e suas naturezas.

Conexao com a Proxima Aula

Na Aula 26 - Séries de Fourier — Parte 1: Funcoes Periodicas e Ortogonalidade, exploraremos outra ferramenta
matematica fundamental para a analise de sistemas dinamicos e sinais: as Séries de Fourier. Embora pareca um
topico diferente, a capacidade de decompor funcdes complexas em componentes mais simples (ondas senoidais e
cossenoidais) é crucial para entender sistemas que exibem comportamento periédico, um conceito que vimos
surgir com autovalores complexos nesta aula. Prepare-se para desvendar a beleza da analise harménica!

Recursos Adicionais

Livros Plataformas Online Software

e "Calculo" de James Stewart e Khan Academy (revisao de e MATLAB
(Capitulos sobre EDOs) algebra linear e EDOs) e Python (NumPy e SciPy)

o "Equacgodes Diferenciais e Coursera/edX (cursos de e Para simulacoes e
Elementares e Problemas de sistemas dinamicos) visualizacdes de planos de
Valores de Contorno" de fase

William E. Boyce e Richard
C. DiPrima

NOTA IMPORTANTE: As informacdes regulatorias/legais/técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte
sempre fontes oficiais para verificar alteracodes.



