Aula 24 - Transformada de Laplace - Parte
2: Solucao de PVis

Imagine-se diante de um problema complexo, talvez o projeto de um novo sistema de controle para um robé
industrial ou a analise da propagacao de um sinal elétrico em um circuito. Em muitos desses cenarios, as leis da
fisica e da engenharia sdo descritas por equagdes diferenciais, que, por vezes, parecem intransponiveis. E aqui
que a Transformada de Laplace, que comecamos a explorar na aula anterior, revela seu verdadeiro poder. Ela nos
oferece uma "ponte" matematica, transformando problemas dificeis no dominio do tempo em problemas mais
simples no dominio da frequéncia, onde a algebra se torna nossa aliada.

Nesta aula, nao apenas revisitaremos essa ponte, mas aprenderemos a atravessa-la de volta, trazendo as solucoes
complexas de volta para o mundo real e tangivel. Nosso foco serda em como essa ferramenta se torna
indispensavel para resolver Problemas de Valor Inicial (PVIs) envolvendo Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
lineares com coeficientes constantes — o tipo de equacao que modela a maioria dos sistemas dinamicos que
encontramos na engenharia, fisica e até mesmo na economia.

Ao final desta jornada, vocé sera capaz de aplicar a Transformada de Laplace para resolver EDOs complexas,
incluindo aquelas com "forcamentos" que mudam abruptamente ou que ocorrem em um instante, como um
interruptor sendo ligado ou um impacto repentino. Vocé nao apenas entendera a teoria, mas tera as ferramentas
para modelar e solucionar desafios praticos, ganhando uma habilidade valiosa para sua carreira académica e
profissional. Prepare-se para ver como a matematica se conecta diretamente com a inovacao e a solucao de
problemas do dia a dia.



A Chave para o Retorno: A Transformada
Inversa de Laplace

Dominio do Tempo Transformacao

Fungao original f(¢) Aplicacao da Transformada de Laplace
EDO complexa com derivadas "Compressao" do problema
Dominiode s Transformacao Inversa

Funcao transformada F(s) Aplicacao da Transformada Inversa
Equacao algébrica simples "Descompressao" da solucao

Na aula anterior, exploramos como a Transformada de Laplace nos permite converter uma funcao do dominio do
tempo, digamos f(t), para uma funcéo no dominio da frequéncia, F(s). E como traduzir uma frase de um idioma
para outro. Mas qual seria o propdésito de uma traducao se nao pudéssemos traduzir de volta? A verdadeira
utilidade da Transformada de Laplace para resolver equacdes diferenciais reside na nossa capacidade de realizar o
caminho inverso: a Transformada Inversa de Laplace.

Pense na Transformada de Laplace como um "compressor" de problemas. Ela pega uma EDO complexa, cheia de
derivadas e integrais, e a "comprime" em uma equacao algébrica mais simples. Resolvemos essa equacao
algébrica no dominio de s, e entao precisamos "descomprimir" a solucao de volta para o dominio do tempo ¢t. Essa
"descompressao" é exatamente o que a Transformada Inversa de Laplace faz. Ela nos permite pegar uma funcao
F(s) e encontrar a fungao original f(¢) da qual ela foi transformada.

Matematicamente, a Transformada Inversa de Laplace de uma fungédo F(s) é denotada por L 1F(s) = f(¢t). Embora
a definicao formal envolva uma integral complexa (a integral de Bromwich), na pratica, para a maioria dos
problemas que enfrentaremos, utilizamos tabelas de transformadas de Laplace e propriedades da transformada
para "reverter" o processo. E como ter um dicionario bilingue: vocé aprendeu a ir do portugués para o inglés, e
agora usara o mesmo dicionario para ir do inglés de volta para o portugués, buscando as palavras equivalentes.



Desvendando a Transformada Inversa:
Propriedades Essenciais

Para dominar a Transformada Inversa de Laplace, é crucial entender suas propriedades, que sao, em grande parte,
o inverso das propriedades da transformada direta. Assim como na algebra, onde a adicdo e a subtracao sao
operacdes inversas, ou a multiplicacao e a divisao, as propriedades da transformada inversa espelham as da
transformada direta, mas com o "sentido" oposto. Isso nos permite manipular expressées no dominio de s para que
elas se encaixem em formas conhecidas de tabelas.

[0 Propriedade da Linearidade
L 'aF(s) +bG(s) = aL 'F(s) +bL1G(s)

onde a e b Sao constantes.

Uma das propriedades mais fundamentais € a Linearidade. Se temos uma combinacao linear de funcdes no
dominio de s, podemos aplicar a transformada inversa a cada termo separadamente e somar os resultados. Ou
seja, L 'aF(s) + bG(s) = aL 'F(s) + bL'G(s), onde a e b sdo constantes. Isso € extremamente Util, pois raramente
encontramos uma fungao F(s) que se encaixe perfeitamente em uma unica entrada da tabela. Geralmente,
precisamos decompor F(s) em termos mais simples.

[0 Propriedade da Translacado no Eixo s

Se L71F(s) = f(t), entdo L71F(s — a) = e ()

Outra propriedade vital é a Translacao no Eixo s (ou Propriedade da Multiplicacao por Exponencial). Se

L71F(s) = f(t), entdo L71F(s — a) = e f(t). Essa propriedade é como um "atalho" que nos permite lidar com termos
do tipo (s — a) no denominador, que aparecem frequentemente. Imagine que vocé esta tentando encontrar um
objeto em um mapa. Se 0 mapa esta ligeiramente deslocado, vocé pode ajustar sua posicao de referéncia (o "eixo
s") para encontrar o objeto mais facilmente. Essa translacdo no dominio de s corresponde a uma multiplicacao por
uma exponencial no dominio do tempo, 0 que € comum em sistemas com amortecimento ou crescimento

exponencial.



A Transformada Inversa na Pratica:
Primeiros Passos

Agora que entendemos as propriedades, vamos ver como a Transformada Inversa de Laplace é aplicada. O
processo geralmente envolve a manipulagao algébrica da fungdo F(s) para que ela se assemelhe a entradas
conhecidas em uma tabela de transformadas. E como um jogo de quebra-cabeca, onde vocé tem pecas (termos
em F(s)) e precisa encaixa-las em moldes predefinidos (as formas da tabela).

01 02

Identificar a forma de F(s) Decompor em termos conhecidos
Analisar a estrutura da funcao transformada Usar fracdes parciais se necessario

03 04

Aplicar a tabela de transformadas Combinar os resultados

Encontrar as inversas de cada termo Somar as inversas usando linearidade

Considere um exemplo simples. Suponha que vocé tenha encontrado a solugcdo de uma EDO no dominio de s como

F(s) = =% — 5°~. Para encontrar a solugdo no dominio do tempo, f(t), precisamos aplicar a transformada inversa a
s—2 s°+9

cada termo.

Primeiro termo: Segundo termo:
\mathcal{L}*M-1N\left{\frac{3}{s-2}\right} \mathcal{L}*-1N\left{-\frac{5}{s"2+9}\right}
Sabemos da tabela que Da tabela, \mathcal{L}*{-1\left{\frac{k}{sA2+kA2}\right} = \sin(kt)

\mathcal{L}*-1N\left{\frac{1}{s-a}\right} = er{at}
Com k = 3: —2sin(3t)

Assim, \mathcal{L}{-1 Neft{\frac{3}{s-2}\right} = 3e/{2t}

Combinando os resultados, obtemos f(t) = 3e* — 2 sin(3t). Este processo de "engenharia reversa" é a base para
resolver PVIs, e a habilidade de reconhecer e manipular as formas de F(s) € fundamental.



O Desafio das Fracoes Parciais:
Decompondo para Inverter

Nem sempre as funcdes F(s) que encontramos sao tao simples quanto as do exemplo anterior. Muitas vezes, a
solucao de uma EDO no dominio de s resulta em uma fracao racional complexa, onde o denominador € um
polindmio de grau elevado. Nesses casos, a técnica das fracoes parciais torna-se indispensavel. Ela nos permite
decompor uma fracao complexa em uma soma de fracdes mais simples, cada uma delas facilmente inversivel
usando as tabelas de Transformada de Laplace.

Imagine que vocé tem um grande e complicado bolo de varios andares (a fracdo complexa F(s)). Tentar comer o
bolo inteiro de uma vez é dificil. Mas se vocé o cortar em fatias menores e mais manejaveis (as fracdes parciais),
cada fatia pode ser apreciada individualmente. Cada uma dessas "fatias" matematicas tera uma forma que se
encaixa em uma entrada conhecida da tabela de transformadas inversas.

Fatores Lineares Fatores Lineares Fatores Quadraticos
Distintos Repetidos Irredutiveis

Exemplo: (s —a)(s — b) Exemplo: (s — a)” Exemplo: (s2 + bs + ¢)
Forma: 4 + £ Forma: 2= + ... + @—*j‘g)—n Forma: -As-E-

O método das fragdes parciais depende da fatoragado do denominador de F(s). Existem trés casos principais para
os fatores do denominador. Dominar essa técnica é um divisor de aguas na resolucao de PVIs com Transformada
de Laplace, pois ela nos da a capacidade de lidar com uma vasta gama de problemas praticos.



Fracoes Parciais na Pratica: Fatores Lineares

Vamos detalhar o uso de fracdes parciais, comecando pelo caso mais comum: fatores lineares distintos no
P(s)
Q(s)

denominador. Suponha que vocé tenha uma fungdo F(s) = , onde Q(s) pode ser fatorado como

(s —ay)(s — as)...(s — a,), € todos 0s a; sao diferentes.

Nesse cenario, podemos decompor F(s) da seguinte forma: F(s) = A 4 42 | An

s—ay S—as s—ay,

[J Método de Heaviside (Cover-Up)

Para encontrar A;, multiplique F(s) por (s — a;) € substitua s = a;

O objetivo € encontrar os valores das constantes A;, A, ..., A,. Existem varios métodos para isso, mas o mais direto
para fatores lineares distintos € o Método de Heaviside (ou "Cover-Up"). Para encontrar 4;, vocé multiplica F(s)
por (s — a;) € entao substitui s = a;.

Exemplo Pratico

Considere F(s) = z*tL-. Primeiro, fatoramos o denominador: s> — s — 6 = (s — 3)(s + 2).

Entéo, a decomposicéo em fragdes parciais é: =5t = 25 + 2
Para encontrar A: Para encontrar B:
Multiplicamos por (s — 3) e fazemos s = 3: Multiplicamos por (s + 2) e fazemos s = —2:
A= leg =3 =5 B=|, ,=34=3-=}
Assim, F(s) = % + 81{52 Agora, aplicamos a transformada inversa a cada termo:

\mathcal{L}*{-1HF(s)} = \frac{4}{5 \mathcal{L}*{-1\left{\frac{1}{s-3}\right} + \frac{1}{5)\mathcal{L}{-1\left{\frac{1}{s+2}\right}
f(t)=3e% + fe 2

Este método é como desmontar um aparelho eletrénico complexo em seus componentes basicos para consertar
ou entender cada parte individualmente. Uma vez que cada parte € simples, remonta-las (ou aplicar a inversa) se
torna trivial.



Fracoes Parciais: Fatores Repetidos e
Quadraticos

Além dos fatores lineares distintos, encontramos dois outros tipos que exigem uma abordagem ligeiramente
diferente para as fracdes parciais: fatores lineares repetidos e fatores quadraticos irredutiveis.

Quando temos um fator linear repetido, como (s — a)", a decomposicao deve incluir um termo para cada poténcia

do fator, desde 1 até n. Por exemplo, se o denominador contiver (s — a)?, a decomposicao incluira STAa — (sfa)z -+ (Sfa)g,
. Para encontrar as constantes, o método de Heaviside funciona para o termo de maior poténcia, mas para os
demais, € comum usar o metodo de igualar coeficientes ou substituir valores convenientes de s.

Ja os fatores quadraticos irredutiveis, como (s® + bs + ¢) (onde b* — 4c < 0), ndo podem ser fatorados em termos
lineares reais. Para cada fator quadratico, a forma da fracao parcial & s{‘—gﬁc. Nesses casos, 0 método de igualar
coeficientes é geralmente o mais eficaz. Apds a decomposicao, esses termos quadraticos frequentemente se
transformam em combinacdes de senos e cossenos, ou senos e cossenos multiplicados por exponenciais (se

houver translacao). Para isso, muitas vezes € necessario completar o quadrado no denominador para que ele se

ajuste a forma e OU e

Tipo de Fator Forma da Fracao Parcial Exemplo de Inversa
Linear Distinto (s — a) P Ae

Linear Repetido (s — a)" A+t 2 Are™ + .. + An%e“t
Quadratico Irredutivel St e®(Cy cos(kt) + Cy sin(kt))

(s% + bs + )

A escolha da técnica de fracdes parciais € como selecionar a ferramenta certa em uma caixa de ferramentas para
um reparo especifico. Cada tipo de "fator" no denominador exige uma abordagem ligeiramente diferente para ser
"desmontado" corretamente.



O Coracao da Aplicacao: Solucao de PVlIs
com Laplace

Chegamos ao ponto central da aula: como a Transformada de Laplace se torna uma ferramenta poderosa para
resolver Problemas de Valor Inicial (PVIs). Lembre-se que um PVI consiste em uma Equacao Diferencial Ordinaria
(EDO) e um conjunto de condicdes iniciais que especificam o estado do sistema em um determinado momento
(geralmente t = 0). Essas condicdes iniciais sao cruciais, pois definem uma solucao unica para a EDO.

[0 Vantagem da Transformada de Laplace

Ela incorpora automaticamente as condi¢cdes iniciais durante o processo de transformacao, eliminando a
necessidade de determinar constantes arbitrarias no final.

A beleza da Transformada de Laplace é que ela incorpora automaticamente as condicdes iniciais durante o
processo de transformacao. Isso simplifica enormemente a resolucao, pois nao precisamos nos preocupar com a
determinacao de constantes arbitrarias no final, como fariamos com os métodos tradicionais de resolucao de

EDOs. E como ter um assistente inteligente que ja preenche os dados necessarios enquanto vocé trabalha,
economizando tempo e evitando erros.

Transformar a EDO Resolver Algebra
Aplicar Laplace a cada termo usando condicdes Isolar Y(s) na equacao algébrica resultante
iniciais
& ©
Aplicar Inversa Verificar Solucao
Usar fracOes parciais e tabelas para encontrar y(t) Substituir na EDO original (opcional)

O processo de resolucao de um PVI usando a Transformada de Laplace segue uma sequéncia légica de quatro
passos. Este método € particularmente vantajoso para EDOs ndo homogéneas, onde o termo de forcamento pode
ser complexo ou descontinuo, algo que veremos em breve.



PVI na Pratica: Um Exemplo Detalhado

Vamos aplicar os passos para resolver um PVI classico: um sistema massa-mola amortecido. Considere a EDO:
y" + 4y’ + 3y = 0, com condigdes iniciais y(0) =1 e y/'(0) = —5.

Passo 1: Transformar a EDO

Aplicamos £ a cada termo. Lembre-se das propriedades:

o Ly'(t) = s*Y(s) — sy(0) — ¢/ (0)
o Ly'(t) =sY(s) —y(0)
o Ly(t)=Y(s)

Substituindo as condig¢des iniciais:

o Ly =35*Y(s)—s(l)—(-5)=s*Y(s)—s+5
o Ly =5Y(s)—1

A EDO transformada fica: (s’Y(s) —s+5) +4(sY(s) — 1) +3Y(s) =0

Passo 2: Resolver a Equacao Algébrica para Y(s)

Agrupamos os termos com Y (s):
Y(s)(s* +45+3)—s+5—-4=0
Y(s)(s*+4s+3)—s+1=0

o —1
Y(s) = vins

Passo 3: Aplicar a Transformada Inversa

Fatoramos o denominador: s? + 4s +3 = (s + 1)(s + 3)

= _ s—1
~ . ; _ -1 2
Usamos fracdes parciais: Assim, Y(s) = 5+ 353
s—1 _ A B . . .

G138 — 541 T 513 Aplicando a transformada inversa:
Para A: A= 5| =3 =-1 y(t) = —e~t + 2e73t

. _ s—1 _ =4 _
Para B: B = ;—18}3_7_2_2

Este exemplo demonstra a elegéncia do método de Laplace: ele transforma um problema de calculo (EDO) em um
problema de algebra, que é resolvido e depois "traduzido" de volta para a solucao final.



Aplicacoes da Solucao de PVlIs: Engenharia
e Alem

A capacidade de resolver Problemas de Valor Inicial (PVIs) usando a Transformada de Laplace é uma habilidade

fundamental em diversas areas da ciéncia e engenharia. Ela hos permite modelar e prever o comportamento de

sistemas dinamicos em resposta a condicdes iniciais especificas.

®

Engenharia Elétrica

Na Engenharia Elétrica, por
exemplo, a Transformada de
Laplace € usada para
analisar circuitos RLC
(resistores, indutores e
capacitores). As EDOs
descrevem como a corrente
e a tensao mudam ao longo
do tempo, e as condicdes
iniciais representam o
estado do circuito no
momento em que ele é
ligado ou um evento ocorre.
A solucao de Laplace revela
como o circuito responde,
se ha oscilacdes,
amortecimento ou
estabilizacao.

Engenharia Mecanica |"§ Ciéncia de Dados e

Na Engenharia Mecanica,
ela é aplicada na analise de
sistemas massa-mola-
amortecedor, como o que
vimos no exemplo anterior.
Esses sistemas modelam
desde a suspensao de um
carro até a vibracao de
estruturas. A solucao de
Laplace nos diz como o
sistema se move apos um
impacto inicial ou uma
perturbacao.

Economia

Além disso, em areas como
a Ciénciade Dados e a
Economia, embora menos
diretamente, os principios
de sistemas dinamicos e a
analise de estabilidade
(muitas vezes ligada as
raizes de polindmios
caracteristicos, que surgem
naturalmente no dominio de
Laplace) sao cruciais para
modelar fenbmenos
complexos, como a
otimizacao de algoritmos ou
a dinamica de mercados
financeiros.

E como prever o fluxo de 4gua em um sistema de encanamento complexo, sabendo a pressio inicial e as

caracteristicas de cada tubo e valvula. A compreensao de como um sistema evolui a partir de um estado inicial &

um pilar para a tomada de decisdes e o0 projeto de solucdes robustas.



O Mundo Descontinuo: Funcoes Degrau
(Heaviside)

Até agora, lidamos com EDOs onde o termo de forcamento (o lado direito da equacao) era continuo. No entanto,
muitos sistemas reais sao submetidos a entradas que mudam abruptamente. Pense em ligar um interruptor, aplicar
uma forga repentina, ou um sinal que comeg¢a em um determinado momento. Para modelar esses fendmenos,
precisamos da funcao degrau unitario, também conhecida como fun¢ao de Heaviside, denotada por u(t — a) ou
H(t—a).

Definicao Matematica Transformada de Laplace Propriedade de
s Translagcao
0 set<a Lult—a) = & B .
u(t — a) = U( a) = — Se Lf(t) = F(s), entao:
1 set>a =
paraa >0 Lf(t—a)u(t—a)=
e “F(s)

A funcao degrau unitario € como um interruptor matematico: ela é zero antes de um tempo a € um (ou "ligada") a
partir desse tempo. Isso nos permite representar funcdes que sao "ligadas" ou "desligadas" em momentos
especificos. Por exemplo, um pulso retangular pode ser representado como u(t — a) — u(t — b), que é "ligado" em
t = a e "desligado" em t = b.

Mais importante ainda, a segunda propriedade de translacao (ou translacao no eixo t) € fundamental para lidar
com func¢des multiplicadas por degraus. Essa propriedade é como um "delay" em um sistema de audio: se vocé
atrasa uma musica (translacao no tempo), o efeito no dominio da frequéncia € uma multiplicacao por uma
exponencial. Isso nos permite transformar funcdes que s6 "comecam" a agir apds um certo tempo.



Funcoes Impulsivas: O Delta de Dirac

Além das entradas descontinuas, existem situacdées onde um sistema € submetido a um "choque" ou "impulso" de
duracao extremamente curta, mas de grande magnitude. Pense em um martelo batendo em um sino, um raio
atingindo um circuito, ou um sinal de radar muito breve. Para modelar esses fendmenos, usamos a funcao impulso
unitario, mais conhecida como fun¢ao Delta de Dirac, denotada por é(t — a).

[0 Propriedades da Funcao Delta de Dirac

1. 6(t—a)=0parat#a
2. [T 6t—a)dt=1

A funcao Delta de Dirac ndao é uma funcao no sentido tradicional, mas sim uma "distribuicao" ou "funcao
generalizada". Ela é definida por suas propriedades: ela é zero em todos os lugares, exceto em ¢t = a, onde é

infinitamente alta, mas de tal forma que a area sob sua "curva" é igual a 1. E como um pico de energia que ocorre
em um instante exato.

A Transformada de Laplace da funcao Delta de Dirac é A simplicidade da transformada do Delta
surpreendentemente simples: de Dirac € uma das razdes pelas quais a
Transformada de Laplace € tao poderosa
L6(t—a)=e " para analisar sistemas com entradas
impulsivas.

para a > 0. Se o impulso ocorre em t = 0, entdo L(t) = e % = 1.

Ela transforma um "choque" instantaneo no dominio do tempo em um termo exponencial simples no dominio de s,

que é facilmente manipulavel. Isso nos permite analisar a resposta de um sistema a eventos que sao praticamente
instantaneos, mas que tém um impacto significativo.



Aplicacao em Sistemas com Forcamento
Descontinuo ou Impulsivo

Agora, vamos unir o que aprendemos sobre funcdes degrau e impulsivas com a resolucao de PVls. A capacidade

de modelar e resolver EDOs com esses tipos de forcamento € onde a Transformada de Laplace realmente brilha,

superando em muito os métodos tradicionais.

Imagine um circuito elétrico que é ligado em um determinado momento, ou um sistema mecanico que recebe um
golpe. A EDO que descreve esses sistemas tera um termo de forcamento que envolve funcdes degrau ou Delta de

Dirac.

01

Exemplo com Forcamento Descontinuo

Considere a EDO y"” + y = f(t), onde f(t) = u(t — 1) (um sinal que ligaem ¢t =1), com y(0) =0 e ¢'(0) = 0.

02

Transformar a EDO
Ly" + Ly = Lu(t — 1)

—S$

(s*Y (s) — sy(0) —y'(0)) + Y (s) = ¢

s

Como y(0) =0e y'(0) =0:

S

Y(s)(s241) =<

S

03

Resolver para Y(s)

Y(s) = iy

Precisamos da transformada inversa de ;;

04

Usar Fracoes Parciais

1 _ A + Bs+C
s(s2+1) — s s24+1

Resolvendo: A=1,B=-1,C =0

2A-. 1 _ 1 s
Entao- 8(82+1) — ; - 32+1

Aplicar Transformada Inversa
Ainversade 1 — =7 € g(t) =1 — cos(t)

Com translagao: y(t) = (1 — cos(t — 1))u(t — 1)

Esta solucdo mostra que o sistema permanece em repouso até ¢t = 1, e s6 entdo comeca a responder ao

forcamento, com uma oscilacao amortecida (se houvesse amortecimento) ou continua (como neste caso). Isso é

crucial para projetar sistemas de controle que respondam de forma previsivel a eventos externos.



Modelagem de Sistemas Complexos: Um
Olhar para o Futuro

A capacidade de lidar com funcdes degrau e impulsivas eleva a Transformada de Laplace de uma ferramenta

tedrica para uma solucao pratica para problemas de engenharia e fisica do mundo real. Sistemas de controle,

processamento de sinais, e até mesmo modelos econdmicos podem apresentar entradas que nao sao continuas ou

suaves.

[J

Engenharia de Controle

Por exemplo, na Engenharia de
Controle, o projeto de um
controlador para um robd ou um
aviao frequentemente envolve a
resposta a comandos que sao
"ligados" ou "desligados" (como um
motor que acelera
instantaneamente) ou a
perturbacdes que sao impulsivas
(como um choque). A Transformada
de Laplace permite que os
engenheiros analisem a estabilidade
e 0 desempenho desses sistemas
sob tais condicoes.

(o:

Fisica Avancada

Na Fisica, especialmente em
eletromagnetismo, a funcao Delta
de Dirac é usada para modelar
cargas pontuais ou correntes
impulsivas. Em mecanica quantica,
ela aparece em descricoes de
estados localizados. A
Transformada de Laplace oferece
um caminho para resolver as
equacoOes que descrevem a
evolucao desses sistemas.

D

Ciéncia de Dados e |IA

A relevancia dessas técnicas se
estende as tendéncias atuais em
Ciéncia de Dados ¢ Inteligéncia
Artificial, onde a modelagem de
séries temporais e a analise de
sistemas dinamicos sao cruciais.
Embora as ferramentas possam ser
mais computacionais, 0s principios
subjacentes de como os sistemas
respondem a entradas e condicoes
iniciais sdo 0s mesmos, e a
Transformada de Laplace fornece
uma base conceitual robusta.



Consolidacao e Proximos Passos

Nesta aula, desvendamos o poder da Transformada Inversa de Laplace e sua aplicacao fundamental na solucao de
Problemas de Valor Inicial (PVIs) para Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) lineares com coeficientes
constantes. Vimos como as fracdes parciais sao uma ferramenta indispensavel para decompor funcdées complexas
no dominio de s em termos mais simples, e como as funcdes degrau (Heaviside) e impulsivas (Delta de Dirac) nos
permitem modelar forcamentos realistas e descontinuos em sistemas dinamicos.

D Em pratica

Vocé agora tem a capacidade de pegar uma EDO que descreve um sistema fisico ou de engenharia,
transforma-la em um problema algébrico, resolvé-lo e, crucialmente, "traduzir" a solucao de volta para o
dominio do tempo, entendendo o comportamento real do sistema. Essa habilidade é um pilar para a
analise de sistemas dinamicos em diversas disciplinas.

Autoavaliacao

1. Qual é o principal objetivo da Transformada Inversa de Laplace na resolucao de EDOs?
o a) Converter funcdes do tempo para a frequéncia.
o b) Simplificar equacdes algébricas complexas.

o ¢) Obter a funcao original no dominio do tempo a partir de sua transformada.
o d) Determinar as condicoes iniciais de uma EDO.

2. Para qual tipo de fator no denominador de F(s) a técnica de "completar o quadrado" € frequentemente
necessaria antes de aplicar a transformada inversa?
o a) Fatores lineares distintos.
o b) Fatores lineares repetidos.
o c) Fatores quadraticos irredutiveis.
o d) Fatores exponenciais.
3. Se Lf(t) = F(s), qual é a transformada de Laplace de f(t — a)u(t — a)?
o a)e™F(s)
o b)e *F(s)

(¢]

)

)
) F(s—a)
o d) F(s)/s
4. A funcao Delta de Dirac é usada para modelar qual tipo de fendbmeno em sistemas dinamicos?
o a) Crescimento exponencial continuo.
o b) Forcamento que muda abruptamente e permanece.
o ¢) Um impulso de duragao extremamente curta e grande magnitude.
o d) Oscilacbes periddicas.

5. Expligue brevemente por que a Transformada de Laplace é particularmente vantajosa para resolver Problemas
de Valor Inicial (PVIs) em comparacao com métodos tradicionais de EDOs.



Gabarito e Recursos Adicionais

Gabarito

c)

—_—
.

c)
b)

c)

SIS AN

A Transformada de Laplace é vantajosa para PVIs porque ela incorpora automaticamente as condicdes
iniciais durante o processo de transformacao da EDO para o dominio de s. Isso elimina a necessidade de
determinar constantes arbitrarias no final da resolucao, simplificando o processo e garantindo que a
solucao obtida ja satisfaca as condicdes iniciais.

[ Proxima Aula

Na Aula 25, daremos um passo adiante e exploraremos como a Transformada de Laplace pode ser
aplicada para resolver Sistemas de EDOs Lineares de Primeira Ordem, um tépico essencial para a
modelagem de interacdes complexas entre multiplas variaveis.

Livros de Calculo Artigos Académicos Simuladores Online
Avancado American Mathematical Circuitos/Sistemas Dinamicos:
Stewart, Thomas, Spivak: Para Monthly: Para explorar Para visualizar o

aprofundar os conceitos aplicacoes e desenvolvimentos comportamento das solugoes
teoricos e encontrar mais mais recentes da matematica. obtidas.

exemplos.

NOTA IMPORTANTE: As informacodes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e bibliografia especializada para verificar alteracdes ou aprofundamentos.



