Aula 23 - Transformada de Laplace - Parte 1:
Definicao e Propriedades

Desvendando a Transformada de Laplace: Uma Ferramenta Essencial para o Calculo
Avancado

Bem-vindo(a) a Aula 23 do nosso Curso de Célculo Avancado e Aplicacdes! Sabemos que a jornada pelo calculo
pode ser desafiadora, especialmente apos um dia cansativo, mas a recompensa de dominar ferramentas
poderosas como a Transformada de Laplace é imensa. Imagine ter um "atalho" matematico para resolver
problemas complexos que, de outra forma, seriam quase impossiveis. E exatamente isso que a Transformada de
Laplace oferece.

Nesta aula, nosso objetivo principal é desmistificar a Transformada de Laplace, comecando pela sua definicao
fundamental e explorando suas propriedades mais importantes. Ao final, vocé sera capaz de: definir a
Transformada de Laplace e suas condicées de existéncia; calcular a transformada de funcdes elementares como
polindmios, exponenciais, senos e cossenos; e aplicar os teoremas de translacao e as propriedades de derivada e
integral para simplificar calculos complexos.

A relevancia pratica da Transformada de Laplace € vasta e se estende por diversas areas que estao em alta
demanda no mercado atual. Desde a modelagem de sistemas dindmicos na Engenharia, passando pela analise de
sinais em Ciéncia de Dados, até a resolucao de problemas em Fisica (como circuitos elétricos e mecanica
quantica) e até mesmo em Economia (para modelar sistemas financeiros), essa ferramenta € um pilar. Prepare-se
para conectar o que vocé ja sabe sobre integrais improprias e funcdées a um novo universo de possibilidades.



A Necessidade de uma Nova Perspectiva:

Do Tempo a Frequéencia

Vocé ja se deparou com um problema complexo que parecia hao
ter solucao direta? Pense, por exemplo, em uma equacao
diferencial que descreve o comportamento de um circuito elétrico
ou de um sistema mecanico. Muitas vezes, resolver essas
equacoes no "dominio do tempo" (onde as variaveis mudam com o
tempo) pode ser extremamente trabalhoso, envolvendo métodos
de integracao e derivacao repetitivos. E como tentar consertar um
relégio com uma chave de fenda gigante: a ferramenta nao é a
mais adequada para a delicadeza da tarefa.

Aqui entra a Transformada de Laplace. Ela ndo € apenas mais uma
ferramenta matematica; € uma mudanca de perspectiva. Imagine
gue vocé tem um problema escrito em portugués, mas a solucao é
muito mais facil de ser encontrada se vocé o traduzir para o inglés,
resolver 13, e depois traduzir a resposta de volta para o portugués.
A Transformada de Laplace faz exatamente isso: ela "traduz" um
problema do dominio do tempo (onde as operacdes sao de
calculo) para o "dominio da frequéncia" (onde as operacdes sao
de algebra).

[J Analogia Importante

A Transformada de Laplace é
como um tradutor universal que
converte problemas complexos
de célculo em problemas simples
de algebra.

Essa "traducao" é incrivelmente poderosa porque transforma operacées de calculo (como derivadas e integrais)

em operacdes algébricas (como multiplicacao e divisao). Isso simplifica drasticamente a resolucao de equacoes

diferenciais e integrais, tornando-as acessiveis mesmo para sistemas complexos. E como trocar a chave de fenda

gigante por um conjunto de ferramentas de precisao, permitindo que vocé trabalhe com muito mais eficiéncia e

clareza.



O Coracao da Transformada: A Definicao
Formal

Agora que entendemos a necessidade, vamos mergulhar no que a Transformada de Laplace realmente é. No seu
cerne, ela € uma operagao que pega uma funcao do tempo, digamos f(t), e a transforma em uma nova func¢ao,
mas agora no dominio da frequéncia, que chamamos de F(s). Essa transformacao é realizada através de uma
integral impropria, que atua como a "maquina" que faz essa traducao.

Definicao Formal

A definicao formal da Transformada de Laplace de uma func¢ao f(t) € dada por:

LLF(8)} = F(s) = / T etf(t)dt

Componentes da Férmula Analogia Musical

e trepresenta o tempo (geralmente ¢t > 0) Para ilustrar, imagine que f(t) € uma musica. A integral

« s & uma varidvel complexa que representa a da Transformada de Laplace é como um analisador de
frequéncia espectro que, em vez de nos dar a melodia (a fungao

o . . no tempo), nos diz quais sdo as notas (frequéncias)
e A exponencial e™* atua como um "kernel" ou

. . - que compodem essa melodia e com que intensidade
nucleo" da transformacao

elas aparecem. O F(s) é o "espectro" da sua musica.
e F(s) é arepresentacao da fungao f(t) no dominio

da frequéncia

Essa mudanca de perspectiva € fundamental para entender o comportamento de sistemas dinamicos, onde a
resposta a diferentes frequéncias é crucial.



Condicoes de Existencia: Quando a
Transformada "Funciona"

Assim como nem toda receita de bolo funciona com qualquer ingrediente, nem toda fung¢ao f(t) possui uma

Transformada de Laplace. Existem algumas condi¢cdes que f(t) precisa satisfazer para que a integral impropria

f0°° e "t f(t)dt convirja, ou seja, para que a Transformada de Laplace exista. Entender essas condicdes é crucial para

saber quando podemos aplicar essa poderosa ferramenta.

L T S

Funcao Seccionalmente Continua

f(t) deve ser seccionalmente continua em [0, o0):
Isso significa que a funcao pode ter um numero
finito de descontinuidades de salto em qualquer
intervalo finito, mas nao pode "explodir" para o
infinito em nenhum ponto. Pense em um interruptor
de luz que liga e desliga: ele tem descontinuidades,
mas ainda assim € um sinal bem-comportado.

Funcoes que POSSUEM Transformada

. ft)=1

. flt)=1"

o f(t)=e"

* f(t) = sin(at)
* [f(t) = cos(at)

Ordem Exponencial

f(t) deve ser de ordem exponencial: Isso significa
que existem constantes M > 0 e « tais que

|f(t)] < Me°t para todo t > 0. Em outras palavras,
f(t) néo pode crescer mais rapido do que uma
fungdo exponencial. Funcées como ' ou ¢
crescem muito rapidamente e, geralmente, nao
possuem Transformada de Laplace.

Funcodes que NAO POSSUEM
Transformada

2

. f)=¢
. f)=t

e Funcdes com crescimento super-exponencial

E como tentar conter uma explosdo com uma caixa de papelo: a funcdo cresce tao rapido que a exponencial e~st
nao consegue "amortecer" o suficiente para a integral convergir.



As Primeiras Traducoes: Transformadas de
Funcoes Elementares (Parte 1)

Com a definicao e as condicdes de existéncia em mente, € hora de comecar a "traduzir" algumas funcées basicas

do dominio do tempo para o dominio da frequéncia. Assim como aprendemos as palavras mais comuns em um

novo idioma primeiro, vamos comecar com as funcées mais elementares. Isso nos dara uma base sélida para

entender como a Transformada de Laplace opera na pratica.

#

Xl

Funcao Constante: f(t) =1

Aplicando a definicao:

£{1} = / et .1 dt
0

1 o0
[
8 0

Para que a integral convirja, precisamos que s > 0. Se
s >0, entdo e ** — 0 quando t — oco.

1 1
o (-5e) =5
s S

Resultado: £{1} = %

[ Observacao Importante

Funcao Exponencial: f(t) = e*

E{eat} _ / e—steat dt — / e—(s—a)t dt
0 0

1 00
_ [ e(sa)t]
S—a 0

Para a convergéncia, precisamos que s —a > 0, OU Seja,

()=
:O— — e _—
S—a S —a

Resultado: £{e"'} = L

s > a.

Perceba como o parametro a da exponencial ho tempo aparece no denominador da transformada no

dominio da frequéncia. Essa é uma das relacdes mais importantes e frequentemente usadas.



As Primeiras Traducoes: Transformadas de
Funcoes Elementares (Parte 2)

Continuando nossa jornada pelas transformadas de funcdes elementares, vamos agora explorar os polindomios,

comecando com f(t) = t. A Transformada de Laplace de ¢ requer uma integragao por partes:

F(x)
Funcao Linear: f(t) =t

L{t} = / te St dt
0

Usando integracao por partes ([ udv = uwv — [ vdu),
comu=tedv=e *dt, temosdu=dtev=—1e*.

t > * 1
= [— —€St] — / ——G_St dt

O primeiro termo € 0 (se s > 0). O segundo termo é:

1 [ 1] 1 >
1 / estdt:_[__est] _
s Jo S S 0
1 1 1
“lo=(== -

s( ( s)) s?

Resultado: £{t} = &

&

Generalizacao: f(t) = t"

Podemos generalizar esse resultado para f(t) = t",
onde n € um inteiro positivo. A transformada de t" é:

n!
sn+1

Lyt =

Paran=0,t" =1, e £{1} = #; = 1, confirmando
nosso resultado anterior.

Paran =1, £{t} = 4+ = &, também consistente.

Esses resultados sao a base para construir transformadas mais complexas. E como aprender as letras do alfabeto

antes de formar palavras e frases. Ter uma tabela dessas transformadas basicas a mao é um recurso valioso.

Funcao f(t) Transformada L{f(t)} = F(s) Condicao de
Existéncia

1 % s>0

et ey s>a

t" (n € N) 57?4!»1 s> 0




As Primeiras Traducoes: Transformadas de
Funcoes Elementares (Parte 3)

Para completar nosso conjunto inicial de "traducdes", vamos agora abordar as funcoes trigonométricas,
especificamente 0 seno e o cosseno. Elas sdo cruciais na modelagem de fendmenos oscilatérios, como ondas
sonoras, correntes alternadas e vibragcdes mecanicas.

Funcao Seno Funcao Cosseno
Vamos comecgar com f(t) = sin(at). A derivagao Para separar a parte real e imaginaria, multiplicamos
direta via integral imprépria € um pouco mais longa, pelo conjugado:
envolvendo duas integracoes por partes. No ) )
entanto, podemos usar uma abordagem mais 1 — 1 . st — st —
elegante, conectando com a identidade de Euler ( s —1a s—1a S —|—.z'a 5% — (ia)z
e = cos@ + isin6). H—Za
82 + a2

Sabemos que sin(at) = Im(e'), onde Im denota a

parte imaginaria. — 5 1 a

- _|_ 99—
82 + CL2 82 + CL2
Usando a transformada de €** que ja calculamos,

com k = ia: Como L{sin(at)} = Im(L{e'"}) e

L{cos(at)} = Re(L{e"™}):

: 1
E 1at —
{e } S —1a
Resultado Final - Seno Resultado Final - Cosseno
) a S
L{sin(at)} = T L{cos(at)} = 21 a2

Essas transformadas sao amplamente utilizadas em engenharia elétrica e mecanica para analisar a resposta de
sistemas a entradas senoidais.

Funcao f(t) Transformada L{f(t)} = F(s) Condicao de
Existéncia
sin(at) T 92>

cos(at) s s>0



Linearidade: A Propriedade "Amiga" da
Transformada

Uma das propriedades mais uteis e intuitivas da Transformada de Laplace é a sua linearidade. Essa caracteristica
simplifica enormemente o calculo de transformadas de funcdes que sao combinacdes lineares de outras funcdes.
Pense na linearidade como uma ferramenta que permite quebrar um problema grande e complexo em partes
menores e mais gerenciaveis, resolver cada parte separadamente e depois juntar as solucées. E como se a
Transformada de Laplace fosse uma maquina que processa cada ingrediente de uma receita de forma

independente, sem mistura-los antes da hora.

Propriedade da Linearidade

Formalmente, se f(t) e g(t) sao funcdes cujas Transformadas de Laplace existem, e a € b sdo constantes,

entao:
L{af(t) +bg(t)} = aL{f(t)} +bL{g(t)} = aF(s)+ bG(s)

Essa propriedade € uma consequéncia direta da linearidade da integral. Ela nos diz que podemos tirar
constantes para fora da transformada e que a transformada de uma soma € a soma das transformadas.

Exemplo Pratico

Vamos calcular a Transformada de Laplace de f(t) = 3t — 2e% + 4 cos(2t). Usando a propriedade da linearidade e as

transformadas que ja aprendemos:

071 02 03
Aplicacao da Linearidade Substituicao das Resultado Final
) Transformadas Conhecidas
L{3t* — 2e”" 4+ 4cos(2t)} = _ 6 2 n 4s
2\ 5t 921 1 3 _ 2
3L{t"} —2L{e”"} + :3(21>_2( )+ s s—5H s2+4+4
4L{cos(2t)} sot s—5
S
4 R
82 + 22

Sem a propriedade da linearidade, teriamos que calcular trés integrais improprias separadas, 0 que seria muito
mais trabalhoso. A linearidade é a primeira grande "economia de tempo" que a Transformada de Laplace nos
oferece, permitindo a analise de sistemas com multiplas entradas ou componentes.



Primeiro Teorema de Translacao:
Deslocando no Dominio da Frequéncia

Imagine que vocé tem uma lente de aumento que foca em um determinado ponto. O Primeiro Teorema de
Translacao, também conhecido como Teorema da Multiplicacdo por Exponencial, € como ajustar o foco dessa
lente no dominio da frequéncia. Ele nos diz o que acontece com a Transformada de Laplace de uma funcao f(t)

quando essa funcao é multiplicada por uma exponencial e*.

Primeiro Teorema de Translacao

Se L{f(t)} = F(s), entao o Primeiro Teorema de Translagao afirma que:

L{e"f(t)} = F(s — a)

Isso significa que a multiplicacao por e* no dominio do tempo corresponde a um deslocamento de s para
s — a no dominio da frequéncia. E uma regra de "troca" muito elegante: uma operacdo de multiplicagdo no
tempo se traduz em um simples deslocamento no dominio da frequéncia.

Exemplo Pratico

Suponha que queremos encontrar a Transformada de Laplace de f(t) = e* sin(2t). Sabemos que
L{sin(2t)} = 25 = F*5. Aqui, f(t) = sin(2t) € a = 3.

av Ea
Funcao Original Aplicacao do Teorema Resultado
L{sin(2t)} = 5 Substituimos s por (s — 3) L{e*sin(2t)} = 5prg
2 2 2
E 3t 2t — — p—
{6 Sln( )} (8_3)2—'_4 32_6S_|_9_|_4 32—6S+13

Este teorema é fundamental para lidar com funcées que representam oscilacées amortecidas ou crescentes,
comuns em sistemas de controle e circuitos RLC. A exponencial e* atua como um fator de amortecimento ou
amplificacao, e o teorema nos permite ver como isso afeta a "frequéncia" do sistema.



Aplicacoes do Primeiro Teorema de
Translacao

O Primeiro Teorema de Translacao nao é apenas uma curiosidade matematica; ele € uma ferramenta poderosa para
simplificar o calculo de transformadas e, mais importante, para entender o comportamento de sistemas fisicos. Sua
aplicacao é vasta, especialmente em engenharia, onde fendmenos como ressonancia e amortecimento sao
cruciais.

-
g i
I

Sistema Massa-Mola-Amortecedor Sistemas de Controle

Considere um sistema de massa-mola-amortecedor. A Em Ciéncia de Dados e Engenharia de Controle, o
resposta desse sistema a uma perturbacao pode ser Primeiro Teorema de Translacao é usado para analisar a
descrita por uma funcao que envolve oscilacoes estabilidade de algoritmos e sistemas. Um polo (valor
(seno/cosseno) e um fator de amortecimento de s que torna o denominador zero) com parte real
(exponencial decrescente). Se a funcao que descreve a  negativa indica um sistema estavel (amortecido),
posicao da massa € y(t) = e * cos(4t), podemos enguanto um polo com parte real positiva indica
facilmente encontrar sua Transformada de Laplace. instabilidade (crescimento).

Exemplo Detalhado: Sistema Amortecido

Sabemos que L{cos(4t)} = =ip = oq5- AU, f(t) = cos(4t) € a = —1. Aplicando o Primeiro Teorema de Translacao,
substituimos s por (s — (1)) = (s + 1):

01 02 03
Transformada Original Aplicacao do Teorema Simplificacao
S —t _ 1
L{cos(4t)} = —— L{e "cos(4t)} = — S ¥ —
teos(4t)} s? + 16 s+ 1 s2+2s+}+16
(s+1)2+16 S+

s2 4+ 2s+ 17

Este resultado nos permite analisar a resposta em frequéncia do sistema, o que é vital para projetar sistemas
estaveis e eficientes. A presenca do termo s + 1 no numerador e no denominador da transformada reflete
diretamente o efeito do amortecimento no comportamento oscilatorio.



Segundo Teorema de Translacao:
Deslocando nho Dominio do Tempo

Enquanto o Primeiro Teorema de Translacao lida com a multiplicacao por uma exponencial no dominio do tempo, o
Segundo Teorema de Translacao, também conhecido como Teorema do Deslocamento no Tempo, aborda o que
acontece quando a funcao é "ligada" ou "desligada" em um momento especifico. Imagine um interruptor que
acende uma luz ndo no instante zero, mas alguns segundos depois. Esse atraso € modelado pela fungao degrau
unitario.

Funcao Degrau Unitario

A funcao degrau unitario, u(¢t — a), € definida como:

Segundo Teorema de Translacao

O Segundo Teorema de Translacao afirma que, se

L{f(t)} = F(s), entao:
0 set<a

t —a) =
u( @) 1 set>a

L{f(t —a)u(t —a)} = e F(s)

) ) Isso significa que um atraso de a unidades de
Ela € zero antes do tempo a € um a partir do tempo 3 o ]
. . . y tempo na funcgao f(t) (multiplicada pela funcao
a. E como um "gatilho" que ativa uma funcgao. ) ,
degrau para garantir que ela s6 comece em t = a)
corresponde a uma multiplicacao por e % no

dominio da frequéncia.

Exemplo Pratico

Vamos encontrar a Transformada de Laplace de g(t) = (t — 2)?u(t — 2). Aqui, f(t) = t?> e a = 2. Sabemos que
L{?} = %1 = 3.

S

Q ©, xR

Funcao Base Aplicacao do Teorema Resultado

L{t"} = 3 Multiplicamos por e~ C{(t—2) u(t—2)} —e 22

S

Este teorema € indispensavel para modelar sistemas que respondem a impulsos ou sinais que comecam em um
tempo ndo-zero, como o ligar de um motor ou a aplicacao de uma forca em um instante especifico.



Aplicacoes do Segundo Teorema de
Translacao

O Segundo Teorema de Translacao € uma ferramenta essencial para a modelagem de sistemas que envolvem
atrasos, pulsos ou sinais que sao ativados em momentos especificos. Em engenharia elétrica, por exemplo, é
comum analisar circuitos onde a tensao ou corrente é aplicada somente apds um determinado tempo. Em
processamento de sinais, ele permite analisar o impacto de atrasos na transmissao de dados.

Exemplo: Sinal de Tensao com Atraso

Considere um sinal de tensao que é zero até t = 5 segundos e, a partir dai, se comporta como uma funcao seno.
Podemos representa-lo como V(t) = sin(t — 5)u(t — 5). Para encontrar a Transformada de Laplace desse sinal:

071 02 03
Identificacao dos Aplicacao do Segundo Resultado Final
Parametros Teorema ]

__ _—98
Sabemos que L{sin(t)} = = = = 7. L{sin(t — 5)u(t — 5)} = =€ 21

AQui, (0) = sin(t) ¢ a =5 &5 L{sin(t)}

Este resultado nos permite analisar a resposta em frequéncia de um sistema a um sinal com atraso, o que é crucial
para o projeto de filtros e sistemas de comunicacao.

Comparacao dos Teoremas de Translacao

Para consolidar a diferenca entre os dois teoremas de translacao, que podem ser confusos a primeira vista,
observe o quadro comparativo abaixo. Eles representam diferentes tipos de "deslocamento" e tém impactos
distintos no dominio da frequéncia.

Caracteristica Primeiro Teorema de Translacao Segundo Teorema de Translacao

Operacao no Tempo Multiplicacao por e Deslocamento da fungao f(t —a) €
multiplicagao por u(t — a)

Efeito na Transformada Deslocamento de s para s —a Multiplicacao por e %
Féormula L{e”f(t)} = F(s — a) L{f(t—a)u(t —a)} =e *F(s)
Aplicacao Tipica Funcdes amortecidas/crescentes, Sinais com atraso, pulsos, sistemas com

analise de polos "gatilho"



A Transformada da Derivada: Simplificando
o Calculo Diferencial

Chegamos a uma das propriedades mais poderosas da Transformada de Laplace: sua capacidade de transformar
operacoes de derivacao em operacdes algebricas simples. Este € o verdadeiro "atalho" que mencionamos no
inicio, pois ele converte equacodes diferenciais (que envolvem derivadas) em equacdes algébricas (que envolvem
apenas s e F(s)). E como se a Transformada de Laplace fosse um "descompressor" que transforma um arquivo
complexo (a derivada) em algo muito mais facil de manipular (uma multiplicacao).

Primeira Derivada

A Transformada de Laplace da primeira derivada de
uma funcgao f(t), denotada por f'(t), € dada por:

L{f'(t)} = sF(s) — £(0)

Onde F(s) = L{f(t)} e f(0) € o valor da funcao f(t)
em t = 0 (a condicao inicial). Perceba que a operacao
de derivacao no dominio do tempo se traduz em uma

multiplicacao por s no dominio da frequéncia,
subtraindo-se a condigao inicial.

Segunda Derivada

Para a segunda derivada, f"(¢):

L{f")} = sL{f'(t)} — f(0)

Substituindo £{f'(t)}:

L{f"(t)} = s(sF(s) — f(0)) — f'(0) =
s’F(s) — sf(0) — f'(0)

Generalizacao para n-ésima Derivada

Podemos generalizar para a n-ésima derivada:

L{FP(t)} = s"F(s) — s f(0) —
S"2F(0) = -+ = F770(0)

[J Importancia Fundamental

Essa propriedade € a espinha dorsal da resolucao de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) usando a
Transformada de Laplace. Ela transforma um problema de calculo em um problema de algebra, que é
geralmente muito mais facil de resolver. Por exemplo, uma EDO de segunda ordem se torna uma equacao
polinomial em s, que pode ser resolvida para F(s), e entao a solucao f(t) € obtida pela Transformada
Inversa de Laplace.



A Transformada da Integral: Simplificando o
Calculo Integral

Assim como a Transformada de Laplace simplifica a derivacao, ela também oferece uma maneira elegante de lidar
com operacoes de integracao. Se a derivada se transforma em uma multiplicacdo por s, € natural esperar que a
integral se transforme em uma divisao por s. Essa simetria € uma das belezas da Transformada de Laplace e
reforca sua utilidade como uma ferramenta de "algebra de operadores".

J

Propriedade da Integral

A Transformada de Laplace da integral de uma funcéo f(t) de 0 a ¢, denotada por f(f f(r)dr, € dada por:

ﬁ{/otf(f)df} = Fis)

Onde F(s) = L{f(t)}. Isso significa que a operacao de integragcdo no dominio do tempo se traduz em uma

simples divisao por s no dominio da frequéncia. E como se a Transformada de Laplace fosse um
"desintegrador" que transforma uma acumulacao (a integral) em algo mais fundamental.

Exemplo Pratico

Se queremos encontrar a Transformada de Laplace de fot cos(27)dr:

01 02 03
Identificacao da Funcao Aplicacao da Propriedade da Resultado Final
Base Integral
1 S 1
Sabemos que - —
a t s s2+4 s2+4
L{cos(2t)} = =25 = 2 L cos(27)dr p =
0
1
—L{cos(2t)}
S
%) Circuitos com Capacitores -~ Sijstemas de Controle de Nivel
Essa propriedade é particularmente util na Também é aplicavel em sistemas de controle de
analise de sistemas onde a saida é a nivel de reservatérios, onde o nivel é a integral
acumulacao da entrada, como em circuitos com do fluxo de entrada menos o fluxo de saida.

capacitores (que integram corrente para
produzir tensao).

Dominar essas propriedades — linearidade, teoremas de translacao, e as transformadas de derivada e integral - é o
que realmente desbloqueia o poder da Transformada de Laplace. Elas formam a base para a resolucao eficiente de
problemas complexos em diversas areas da ciéncia e engenharia.



Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim da primeira parte da nossa jornada pela Transformada de Laplace! Percorremos um caminho que
comecou com a motivacao para essa ferramenta, passando pela sua definicao formal como uma integral impropria,
exploramos as condicdes sob as quais ela existe e, crucialmente, aprendemos a calcular as transformadas de
funcdes elementares. Mais importante ainda, desvendamos as propriedades fundamentais: a linearidade, que nos
permite quebrar problemas complexos; os teoremas de translacao, que lidam com deslocamentos no tempo e na
frequéncia; e as propriedades da derivada e da integral, que transformam operacdes de calculo em operacdes
algébricas.

Em Pratica

O que vocé aprendeu hoje é a base para a "linguagem" da Transformada de Laplace. Vocé agora sabe como
"traduzir" funcdes e operacodes basicas do dominio do tempo para o dominio da frequéncia. Essa habilidade é
o primeiro passo para simplificar a analise de sistemas dinamicos, resolver equacdes diferenciais e modelar
fendmenos complexos em areas como engenharia, fisica e ciéncia de dados.

_—

Proxima Aula

Na Aula 24 - Transformada de Laplace - Parte 2: Solucao de PVls, vamos aplicar todo esse conhecimento
para resolver Problemas de Valor Inicial (PVIs) envolvendo equacdes diferenciais. Vocé vera como a
Transformada de Laplace transforma um problema de calculo em um problema de algebra, tornando a solugcao
muito mais direta e elegante. Prepare-se para ver o verdadeiro poder dessa ferramenta em acao!

Recursos Adicionais

e Livro "Calculo" de James Stewart: Para aprofundar em integrais improéprias e funcades.

e Livro "Equacoes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno" de William E. Boyce e
Richard C. DiPrima: Para mais exemplos e aplicacdes das transformadas.

e Artigos do American Mathematical Monthly: Para explorar aplicacdes e desenvolvimentos mais recentes da
matematica.

[ NOTA IMPORTANTE

As informacgdes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes oficiais e
bibliografia especializada para verificar alteracdes ou aprofundamentos.



Autoavaliacao

Instrucoes: Responda as questdes abaixo para verificar sua compreensao dos topicos abordados nesta aula.

Questoes Objetivas

Qual das seguintes funcoes nao
possui uma Transformada de Laplace,
considerando as condicoes de
existéncia?

a) f(t) =¢t*

b) f(t) = €* cos(t)
c) f(t) =e"

d) f(t) = sin(4t) + 5

Se L{f(t)} = F(s), qual das
alternativas representa a
Transformada de Laplace de

A Transformada de Laplace da funcao
f(t) =2e% + 4t é:

2 4
a)ﬁ—3+g
b) L+ %
c) A+ 35
d % +1

A Transformada de Laplace da
segunda derivada de uma funcao f(t),
L{f"(t)}, € corretamente expressa por:

g(t) — 65tf(t)? a) s2F(s) — £(0)

a) F(s+5) b) s2F(s) — sf(0)

b) F(s — 5) c) s’F(s) — sf(0) — f'(0)
C) e F(s) d) sF(s) — f(0) — f'(0)

d) e 5 F(s)

Questao Discursiva

Questao 5

Explique, com suas palavras, a principal vantagem de transformar uma equacao diferencial do dominio do
tempo para o dominio da frequéncia utilizando a Transformada de Laplace. Cite um exemplo pratico de onde
essa vantagem seria evidente.

Gabarito

oc)

f(t) = el cresce mais rapido que qualquer exponencial e, violando a condicdo de ordem exponencial.

e ()

Usando linearidade: £{2e %} = 2£{e %} = 57(273> = 2. E £{4t} = 4L{t} =4 - 17 = 5. Somando, temos 2; + 5.

e b)

Pelo Primeiro Teorema de Translagdo, a multiplicacao por e* no tempo corresponde a um deslocamento de s
para s — a na frequéncia. Aqui, a = 5, entdo F(s — 5).

e ()

A férmula para a transformada da segunda derivada é L{f"(t)} = s?F(s) — sf(0) — f'(0).

e Resposta Sugerida:

A principal vantagem de transformar uma equacao diferencial para o dominio da frequéncia € que as operacdes
de derivacao e integracao no dominio do tempo se convertem em operacdes algébricas (multiplicacao e divisao
por s) no dominio da frequéncia. Isso transforma uma equacao diferencial complexa em uma equacao algébrica
simples, que é muito mais facil de resolver. Por exemplo, ao analisar um circuito elétrico RLC, a equacao
diferencial que descreve a corrente ou tensao pode ser transformada em uma equacao algeébrica, permitindo
gue engenheiros resolvam o problema usando métodos de algebra em vez de calculo diferencial complexo, o
que acelera o projeto e a analise do sistema.



