Aula 21-EDOs Lineares de Segunda Ordem
- Nao Homogéneas

Desvendando as EDOs Nao Homogéneas: A Chave para Sistemas Dinamicos Reais

Bem-vindo a Aula 21 do nosso Curso de Calculo Avancado e Aplicacdes! Se vocé chegou até aqui, € porque ja
domina os fundamentos das Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) e, em particular, as EDOs Lineares de
Segunda Ordem Homogéneas. Mas, assim como na vida, nem tudo € "homogéneo" ou previsivel. Muitas vezes,
sistemas dinamicos sao influenciados por forcas externas, perturbacdes ou entradas que os tornam "nao
homogéneos". E exatamente isso que vamos explorar hoje.

Imagine um péndulo que, além de oscilar livremente, € empurrado periodicamente por uma forca externa, ou um
circuito elétrico que, além de seus componentes internos, é alimentado por uma fonte de tensao variavel. Esses
sao exemplos de sistemas que nao podem ser modelados apenas por EDOs homogéneas. A capacidade de lidar
com essas influéncias externas é o que nos permite descrever e prever o comportamento de fendbmenos muito
mais complexos e realistas, desde a engenharia de pontes até a modelagem de mercados financeiros.

Ao final desta aula, vocé nao apenas entendera a teoria por tras das EDOs Lineares de Segunda Ordem Nao
Homogéneas, mas também sera capaz de aplicar dois métodos poderosos para resolvé-las: o Método dos
Coeficientes a Determinar e o Método da Variacao dos Parametros. Além disso, exploraremos como essas
equacoOes sao cruciais para compreender fendbmenos como oscilagcdes forcadas e o intrigante conceito de
ressonancia, que tem implicacdes vastas em diversas areas, da acustica a engenharia sismica. Prepare-se para
expandir seu arsenal matematico e conectar a teoria com o mundo real!



A Necessidade de uma Nova Perspectiva:
Além do Homogéneo

Vocé ja se perguntou por que, em Calculo, muitas vezes comecamos com casos "ideais" ou "simplificados" antes
de mergulhar na complexidade do mundo real? No estudo das Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs), isso nao é
diferente. As EDOs Lineares de Segunda Ordem Homogéneas, que vocé ja domina, sao o ponto de partida. Elas
descrevem sistemas que operam "por conta propria", sem influéncias externas diretas, como um péndulo
oscilando no vacuo ou um circuito RC descarregando-se sem uma fonte de energia.

No entanto, a realidade raramente é tao isolada. Pense em um carro em movimento: ele hao apenas se move por
inércia (parte homogénea), mas também é impulsionado pelo motor e freado pelo atrito (partes nao homogéneas).
E aqui que entram as EDOs Lineares de Segunda Ordem Nao Homogéneas. Elas s3o a ferramenta matematica
para modelar sistemas que, além de sua dinamica intrinseca, sao afetados por uma "forca externa" ou "funcao de
entrada". Essa funcao externa € o que as diferencia das homogéneas e adiciona uma camada crucial de realismo a
modelagem.

A forma geral de uma EDO Linear de Segunda Ordem Nao Homogénea € ay” + by’ + cy = g(z), onde g(z) é a funcao
nao homogénea, representando essa influéncia externa. Nosso desafio, entdao, € encontrar uma solucao que
contemple tanto o comportamento natural do sistema (a solucdo homogénea, y;) quanto a resposta do sistema a
essa forga externa (a solugao particular, y,). A beleza estda em como essas duas partes se combinam para formar a
solucao completa.



O Método dos Coeficientes a Determinar:
Uma Aposta Inteligente

Agora que sabemos que precisamos encontrar uma solugao particular (y,), surge a pergunta: como fazemos isso?
Um dos métodos mais intuitivos e, em muitos casos, eficientes € o Método dos Coeficientes a Determinar. Pense
nele como uma "aposta educada". Em vez de tentar adivinhar a forma exata de y,, nés "apostamos" em uma forma
geral baseada na funcgao g(z), mas com coeficientes desconhecidos. Nosso trabalho, entao, é "determinar" esses

coeficientes.

Este método é particularmente util quando a fungao g(z) tem uma forma relativamente simples, como polinémios,
exponenciais, senos ou cossenos, ou combinacdes finitas dessas funcodes. A légica por tras disso € que, se
derivarmos essas funcoes, elas geralmente produzem funcdées do mesmo tipo. Por exemplo, a derivada de um
polindbmio & outro polindmio, e a derivada de e** & ¢** (multiplicado por uma constante).

Para aplicar o método, vocé deve seguir estes passos:

1. ldentifique a forma de g(z): Observe a funcao do lado direito da EDO.

2. Proponha uma forma para y,: Com base em g(z), "chute" uma forma geral para y, que inclua todos os termos
possiveis que poderiam surgir das derivadas de g(z), com coeficientes arbitrarios (A, B, C, etc.).

3. Calcule as derivadas de y,: Encontre y, e y,.
4. Substitua na EDO original: Coloque y,, y, € y, na equacao ay” + by’ + cy = g(x).

5. Compare os coeficientes: Iguale os coeficientes dos termos correspondentes em ambos os lados da equacao
para formar um sistema de equacdes lineares.

6. Resolva o sistema: Encontre os valores dos coeficientes arbitrarios.

Este método é como um detetive que, ao investigar um crime, ja tem uma ideia do tipo de pessoa que cometeria o
ato (a forma de g(z)) e agora precisa apenas encontrar as caracteristicas especificas dessa pessoa (os
coeficientes).



Coeficientes a Determinar: O Caso
Polinomial

Vamos comecar com um dos casos mais comuns do Método dos Coeficientes a Determinar: quando a funcao nao
homogénea g(z) € um polindmio. Se g(z) € um polindmio de grau n, entao € razoavel supor que a solugao particular
yp também sera um polindbmio de grau n. Por qué? Porque as derivadas de um polindmio sao polindmios de grau
menor ou igual, e a soma de polinbmios é um polinémio.

Exemplo Pratico Integrado: Considere a EDO: y" — 3y’ + 2y = 4z%. Aqui, g(z) = 4z%, que é um polinémio de grau 2.

1. Proposta para y,: Como g(z) € um polinémio de grau 2, propomos y, = Az? + Bz + C.
2. Derivadas de y,: y, = 2Az + B y, = 24

3. Substituicdo na EDO: 24 — 3(2Az + B) + 2(Az? + Bz + C) = 42* 2A — 6 Az — 3B + 2Ax” + 2Bz + 2C = 42°
Reorganizando por poténcias de z: 24z? + (—6A + 2B)z + (24 — 3B+ 2C) = 422 4+ 0z + 0

4. Comparacao de Coeficientes: Para z: 24 = 4 = A = 2 Para z:
—6A+2B=0= —6(2)+2B=0= —-12+2B =0= 2B =12 = B = 6 Para termo constante:
24-3B+20=0=2(2)-3(6)+20=0=4—-184+20=0=-144+2C0=0=20=14=C =7

5. Solucao Particular: Portanto, y, = 2z + 6z + 7.
Este método é amplamente utilizado em engenharia de controle para projetar sistemas que respondam de forma

especifica a entradas polindmiais, como rampas de aceleracdo ou desaceleracdo em robética. E uma ferramenta
poderosa para prever o comportamento de sistemas lineares sob certas condicoes de entrada.



Coeficientes a Determinar: O Caso
Exponencial e Senoidal/Cossenoidal

Além dos polinbmios, o Método dos Coeficientes a Determinar brilha quando g(z) € uma fun¢ao exponencial ou
uma combinacao de seno e cosseno. A razao € a mesma: a forma da funcao se mantém apods a derivacao, apenas
com constantes diferentes.

Caso Exponencial: Se g(z) = Ce*®, propomos y, = Ae**. Exemplo: 3’ — ¢ — 2y = 3e'*

1. Proposta para y,: y, = Ae*®
2. Derivadas: y, = 44¢e*, y = 16Ae*

3. Substituicao: 164e* — 44e'* — 24e’® = 3e® (164 — 44 — 2A)e'® = 3’ 10A4e'® = 3e’®
4. Comparacao: 10A=3= A=3/10
S

. Solugao Particular: y, = 2e*

Caso Senoidal/Cossenoidal: Se g(z) = C; cos(kz) + C, sin(kz), Propomos y, = A cos(kz) + Bsin(kz). E crucial incluir
AMBOS seno e cosseno, mesmo que g(z) contenha apenas um deles, pois a derivada de seno é cosseno e vice-
versa.

Exemplo: 3" + 4y = 5sin(3z)

1. Proposta para y,: y, = Acos(3z) + Bsin(3x)
2. Derivadas: y, = —3Asin(3z) + 3B cos(3z) y, = —9A cos(3z) — 9B sin(3x)

3. Substituicao: (—9A cos(3z) — 9B sin(3z)) + 4(A cos(3z) + Bsin(3z)) = 5sin(3z)
(—9A + 4A)cos(3z) + (—9B + 4B) sin(3z) = 5sin(3xz) —5A cos(3z) — 5B sin(3z) = 0cos(3z) + 5sin(3x)

4. Comparacao: Para cos(3z): —-54=0= A =0 Parasin(3z): -5B=5= B = —1
5. Solucao Particular: y, = —sin(3z)
Esses casos sao vitais em areas como engenharia elétrica (analise de circuitos AC), mecanica (vibracdes e

oscilacoes) e fisica (ondas e campos), onde as entradas sao frequentemente de natureza exponencial ou
oscilatoria.



Limitacoes e Casos Especiais do Metodo
dos Coeficientes a Determinar

Embora o Método dos Coeficientes a Determinar seja poderoso, ele possui uma limitacao crucial: ele falha ou
requer um ajuste quando a fungao g(z) (ou parte dela) € uma solugcao da EDO homogénea associada. Isso é o que
chamamos de caso de ressonancia no contexto do método.

Imagine que vocé esta tentando empurrar um balanco. Se vocé empurra no ritmo natural do balanco (sua
frequéncia homogénea), a amplitude do balanco aumenta drasticamente. Se vocé tentar modelar isso com uma
"aposta" simples para y,, 0 metodo falhara porque a resposta natural do sistema ja "absorve" essa forma de
entrada. Matematicamente, se sua proposta inicial para y, ja € uma solugao de y;, ao substituir na EDO, vocé obtera
zero no lado esquerdo, e nao g(z).

A Regra de Ajuste: Se a sua proposta inicial para y, (baseada em g(z)) contém termos que sdo solugcoes da EDO
homogénea (y;), vocé deve multiplicar a proposta de y, por = (ou z2, se necessario) até que nenhum termo da nova
proposta seja uma solucao de y;,.

e Seum termo de g(z) € uma solugao de y;, multiplique a proposta de y, por z.

e Se um termo de g(z) € uma solugao de y;, e a raiz correspondente da equagao caracteristica é de multiplicidade
2 (ou seja, a solugao homogénea ja tem um z multiplicando), multiplique a proposta de y, por z?.

Exemplo de Caso Especial: Considere a EDO: " — 3/ — 2y = 3e®. Primeiro, encontre y;,: A equacao caracteristica é
r?—r—2=0= (r—2)(r+1)=0. Asraizes sdo r; =2 e r, = —1. Entao, y, = C1€*® + Cye . Agora, observe

g(z) = 3e7*. Afuncdo e * € um termo em y;, (Cye*). Isso significa que a proposta inicial y, = Ae * falharia. De
acordo com a regra de ajuste, devemos multiplicar por z: Nova proposta para y,: y, = Aze ”.



Aprofundando nos Casos Especiais:
Ressonancia e Multiplicidade

Continuando com o exemplo anterior de ressonancia no Método dos Coeficientes a Determinar, vamos ver como a
multiplicacdo por = (ou z?%) resolve o problema e como isso se conecta com a ideia de ressonancia.

Exemplo (continuacdo): " — y' — 2y = 3¢~ Ja sabemos que y;, = C1e* + Cye * € que a proposta ajustada para y, €

yp = Aze *.

1. Derivadasde y,: y, = A(e™® —ze ) = Ae *(1 — z)
Yy =A(—e"(1-z)—e®)=A(—e " +ze®—e ") = A(ze ® —2e ")

2. Substituicao na EDO: A(ze ™ —2e¢™®) — A(e *(1 — z)) — 2(Aze™™) = 3e™*
Aze ™ —2Ae ™ — Ae ™ + Aze ™ — 2Aze " = 3e® Agrupando os termos: (A + A —2A)ze * + (—24A — A)e * =3e®
0-ze® —34e™® =3e*

3. Comparacao: -34A=3=A4=-1

4. Solucao Particular: y, = —ze™*

Este ajuste é crucial. Sem ele, ndo conseguiriamos encontrar uma solucao particular. A necessidade de multiplicar
por z reflete o fendbmeno da ressonancia, onde a frequéncia da forca externa coincide com uma das frequéncias
naturais do sistema. Em sistemas fisicos, isso pode levar a amplitudes de oscilacao que crescem indefinidamente
(na teoria, sem amortecimento), como o famoso colapso da Ponte de Tacoma Narrows.

Forma de g(z) Proposta Inicial y, Se Termo em y;, Proposta Ajustada y,
P,(z) Az + ...+ A P, (z) (A" + ... + Ay)

Cek® Aek® eke Azer® ou Az?el”

C cos(kz) ou C'sin(kx) A cos(kz) + Bsin(kx) cos(kz) oU sin(kx) z(Acos(kz) + Bsin(kz))

Onde s é a multiplicidade da raiz correspondente na equacao caracteristica da EDO homogénea.



Quando os Coeficientes a Determinar Nao
Sao Suficientes: A Variacao dos Parametros

O Método dos Coeficientes a Determinar é elegante e eficiente, mas tem suas limitagdes. E se a fungao g(z) ndo for
um polindmio, exponencial ou seno/cosseno? E se for, por exemplo, tan(z), sec(z), ou %? Nesses casos, 0 método
dos coeficientes a determinar simplesmente nao funciona, pois as derivadas dessas funcées nao mantém a mesma
forma basica, tornando impossivel igualar coeficientes.

E aqui que entra o Método da Variacdo dos Parametros. Este método é mais geral e robusto, capaz de encontrar
uma solugao particular y, para qualquer fungao g(z) continua, desde que voceé ja conhega a solugao homogénea yj.
Pense nele como um "plano B" universal, ou talvez, um "plano A" para casos mais complexos.

A intuicao por tras da Variagao dos Parametros é engenhosa. Se a solugao homogénea é y;, = Cy;(z) + Coya(x),
onde y; e y, sao as solucdes linearmente independentes da EDO homogénea, o método propde que a solucao
particular y, tenha a mesma forma, mas substituindo as constantes C; e C, por fungdes ui(z) e uz(z) que variam
com z. Dai o nome "variacao dos parametros".

Ou seja, propomos y, = ui(z)yi(z) + u2(x)y2(x). NOsso objetivo é encontrar essas fungoes ui(z) e uz(z). Este método
€ um pouco mais trabalhoso computacionalmente, envolvendo integrais, mas sua universalidade o torna
indispensavel no arsenal de qualquer estudante de EDOs. E como ter uma chave mestra que abre todas as portas,
mesmo que exija um pouco mais de esforco para girar.



Variacao dos Parametros: A Derivacao
Intuitiva e as Formulas

A beleza do Método da Variacao dos Parametros reside em sua generalidade. Para uma EDO na forma
y" + P(z)y' + Q(z)y = f(z) (note que o coeficiente de y" deve ser 1), e sabendo que y, = Ciyi(x) + Caoya2(z), Propomos
Yp = u1(x)y1(x) + uz(z)y2(z).

Para encontrar v} (z) e u5(x), impomos uma condigdo adicional que simplifica as derivadas de y,. Essa condicao é
uiy; + ubys = 0. Com essa condigdo, e apos algumas manipulagdes algébricas e substituigdes na EDO original,
chegamos a um sistema de equacdes para u} e u):

1wy +uyy, =0

2. ujy] +uly, = f(z) (onde f(z) é g(x) dividido pelo coeficiente de y”, se ndo for 1)

Este sistema pode ser resolvido usando a Regra de Cramer, e as solugoes para u| e u, sdo dadas por:

yz(x)f(w)
W (y1,y2)(x)

y1(z) f(z)
W (y1,y2)(x)

Onde W (y1,y2)(z) € o Wronskiano de y; e y,, definido como:

() = -

uy(z) =

W (y1,y2)(z) = det (Zi zZ) = 1Yy — Y2U;

Uma vez que vocé encontra v} (z) e uy(x), basta integra-los para obter ui(z) € ua(z).

m@%i/%@Mw

m@%i/%@ﬂm

Finalmente, a solucao particular € y, = ui(z)yi(z) + u2(z)y2(x).

Este processo, embora pareca complexo & primeira vista, € uma sequéncia légica de passos. E como montar um
quebra-cabeca: vocé tem as pecgas (yi, y2, f(x)) € as regras de como encaixa-las (as formulas do Wronskiano e das
integrais) para revelar a imagem completa (y,).



Variacao dos Parametros: Um Exemplo
Pratico

Vamos aplicar o Método da Variacao dos Parametros para solidificar a compreensao.
Exemplo: Encontre a solu¢ao particular para a EDO: y” + y = sec(x).

1. Encontre y;: A equacgao caracteristica é v +1 =0 = r = +i. Entdo, y, = C1 cos(z) + Casin(z). Aqui, y1(z) = cos(z) e
y2(z) = sin(z). A funcao f(z) (o lado direito da EDO, com o coeficiente de y” sendo 1) é sec(z).

2. Calcule o Wronskiano W (yy,y2)(z): y; = —sin(z) y, = cos(z)
W (y1,y2) () = 9195 — y2y; = cos(z) cos(z) — sin(z)(—sin(z)) = cos?(z) + sin’*(z) = 1.

3. Caleule 15(x) e14(s): 14(x) = — iy =~ = —ain(o) gy = — tane).
@) = Hg)@ — T o) L
4. Integre para encontrar u;(z) € uy(z): ui(z) = [ —tan(z)dz = In|cos(z)|. (Lembre-se que [ tan(z)dz = —In|cos(z)|)

uz(z) = [ 1dz = z.

5. Forme a solucgao particular y,: y, = ui(z)yi(z) + u2(z)y2(x) = In| cos(z)| cos(z) + z sin(z).
A solugao geral seria y(z) = Ci cos(z) + Casin(z) + In| cos(x)| cos(z) +  sin(x).

Este método é fundamental em areas como a teoria de controle, onde as entradas podem ser sinais complexos e
nao padronizados, ou em fisica quantica, para resolver equag¢des de Schrodinger com potenciais variaveis. A
capacidade de lidar com fungdes g(z) arbitrarias torna a Variagcdo dos Parametros uma ferramenta indispensavel
para modelar sistemas dinamicos em cenarios do mundo real.



A Solucao Geral: Unindo Homogénea e
Particular

Chegamos ao ponto central da resolucao de EDOs Lineares de Segunda Ordem Nao Homogéneas: a compreensao
de que a solucao geral € a soma da solucdo homogénea e de uma solucao particular. Essa ideia nao € apenas uma
conveniéncia matematica; ela reflete a dualidade de muitos sistemas fisicos e econdmicos.

Pense em um sistema de amortecimento de um carro. A forma como o carro se comporta quando passa por um
buraco (uma perturbacao externa) é a sua solucao particular para aquele evento. Mas a forma como o sistema de
suspensao foi projetado para absorver choques e retornar ao equilibrio, independentemente do buraco, € a sua
solucao homogénea. A experiéncia total de dirigir o carro € a combinacao dessas duas respostas.

Formalmente, se temos a EDO ay” + by’ + cy = g(z):

e A solugcao homogénea (y;) é a solucao de ay” + by’ + cy = 0. Ela contém as constantes arbitrarias (Cy, C,) que
sao determinadas pelas condicdes iniciais ou de contorno do problema. y; representa o comportamento
transiente do sistema, que geralmente decai com o tempo em sistemas estaveis.

o A solucao particular (y,) € qualquer fungao que satisfaca a EDO ndo homogénea. Ela ndo contém constantes
arbitrarias e representa o comportamento de regime permanente ou a resposta forcada do sistema a funcao de
entrada g(x).

A solucao geral ¢, portanto:

y(@) = yn(z) + yp(z)

Essa estrutura € poderosa porque nos permite decompor um problema complexo em duas partes mais
gerenciaveis. Primeiro, resolvemos o problema "sem perturbacao" (homogéneo), e depois, adicionamos a resposta
a perturbacao (particular). Essa abordagem modular € uma marca registrada da matematica aplicada e da
engenharia, permitindo que os profissionais analisem e projetem sistemas de forma mais eficaz.



Aplicacoes em Oscilacoes Forcadas: O
Ritmo Imposto

Uma das aplicacdes mais intuitivas e importantes das EDOs Lineares de Segunda Ordem Nao Homogéneas € a
modelagem de oscilacoes forcadas. Imagine um sistema massa-mola que, além de sua oscilacao natural, é
submetido a uma forca externa peridodica. Isso pode ser um motor vibrando em uma estrutura, uma onda sonora
atingindo um diafragma, ou até mesmo o balanco de uma ponte sob a acao do vento.

A EDO que descreve um sistema massa-mola com amortecimento e uma forga externa F(t) é tipicamente:

d2x+ dzc_|_k —F(t)
o T T

Onde:

e m €amassa
e ¢ é o coeficiente de amortecimento
e k € a constante da mola

e F(t) éaforca externa (a fungcdo ndo homogénea g(z) ou g(t))

A solucao homogénea (y,) descreveria a oscilacao livre do sistema (sem F(t)), que geralmente decai devido ao
amortecimento. A solugao particular (y,) descreveria a resposta do sistema a forga externa. Em muitos casos, se
F(t) € uma funcao senoidal ou cossenoidal, a solu¢ao particular também sera oscilatéria e representara o

comportamento de regime permanente do sistema, ou seja, como ele se comporta apos os efeitos transientes (da

solucao homogénea) terem desaparecido.

Em engenharia, entender as oscilacdes forcadas é crucial para o projeto de estruturas, maquinas e sistemas de
controle. Por exemplo, ao projetar um sistema de suspensao de um veiculo, 0s engenheiros precisam garantir que
as vibracoes da estrada (forca externa) sejam absorvidas de forma eficaz, sem causar desconforto ou danos. Em

eletrénica, a analise de circuitos RLC sob tensao alternada também se enquadra nesse modelo, onde a corrente e a

tensao sao as variaveis de interesse.



Ressonancia: O Fenomeno Amplificador

Dentro das oscilacdes forcadas, ha um fendmeno de particular importancia: a ressonancia. A ressonancia ocorre
quando a frequéncia da forca externa aplicada a um sistema se aproxima ou coincide com uma das frequéncias
naturais (ou proprias) de oscilacao do sistema. Quando isso acontece, a amplitude das oscilacées do sistema pode
aumentar drasticamente, potencialmente levando a falhas estruturais ou comportamentos indesejados.

Matematicamente, a ressonancia é o caso especial que vimos no Método dos Coeficientes a Determinar, onde a
funcao g(z) (ou parte dela) é uma solugao da EDO homogénea. Isso significa que a frequéncia da forca externa é
igual a uma das frequéncias naturais do sistema. Quando isso ocorre, a solugao particular y, ndo € mais uma
simples oscilacao, mas sim uma oscilacdo cuja amplitude cresce linearmente com o tempo (se nao houver
amortecimento), ou atinge um pico muito alto (com amortecimento).

Exemplo Classico: A Ponte de Tacoma Narrows (1940) € um exemplo famoso de ressonancia. O vento (forca
externa) gerou oscilacées em uma frequéncia préoxima a frequéncia natural da ponte, levando a vibracdes de
amplitude crescente e, eventualmente, ao seu colapso.

Aplicacoes Modernas:

o Engenharia Civil: Projeto de edificios e pontes para evitar ressonancia com ventos, terremotos ou trafego.
e Acustica: Instrumentos musicais utilizam ressonancia para amplificar o som. Em contrapartida, salas de

concerto devem evitar ressonancias indesejadas.

e Medicina: A Ressonancia Magnética (RM) utiliza o principio da ressonancia para gerar imagens detalhadas do
corpo humano.

o Ciéncia de Materiais: Testes de fadiga em materiais podem usar vibracées em frequéncias de ressonancia para
acelerar o processo de falha e avaliar a durabilidade.

Compreender e prever a ressonancia é fundamental para engenheiros e cientistas em diversas disciplinas. E um
lembrete poderoso de como a matematica pode nos ajudar a entender e até mesmo dominar forcas da natureza.



Sintese e Proximos Passos

Chegamos ao fim de mais uma jornada fascinante no mundo do Calculo Avancado. Nesta aula, desvendamos o
universo das EDOs Lineares de Segunda Ordem Nao Homogéneas, que sao a chave para modelar sistemas
dinamicos sob a influéncia de forcas externas. Vimos que a solucao geral dessas equacdes € uma combinacao
elegante da solucao homogénea (y,), que descreve o comportamento natural do sistema, e de uma solucao
particular (y,), que representa a resposta a perturbagao externa.

Exploramos dois metodos poderosos para encontrar y,:

1. O Método dos Coeficientes a Determinar, ideal para fungdes g(x) de formas especificas (polindmios,
exponenciais, senos/cossenos), e aprendemos a lidar com seus casos especiais de ressonancia.

2. O Método da Variacao dos Parametros, uma abordagem mais geral e robusta, capaz de resolver a EDO para
qualquer g(z) continua, utilizando o Wronskiano.

Finalmente, conectamos toda essa teoria a aplicacdes praticas cruciais, como a analise de oscilacoes forcadas e o
fendmeno da ressonancia, que tem implicacées vastas em engenharia, fisica, economia e até medicina.

Em pratica:

e Sempre comece encontrando a solugcao homogénea.

o Analise a forma de g(z) para escolher o método mais adequado para y,.

o Esteja atento aos casos de ressonancia ao usar Coeficientes a Determinar.

e Nao hesite em usar Variagao dos Parametros para fungoes g(x) mais complexas.

e Lembre-se que a solugdo final € sempre y;, + y,.

Na Proxima Aula (Aula 22 - Aplicacoes de EDOs de Segunda Ordem), aprofundaremos ainda mais nas aplicacdes
praticas das EDOs de Segunda Ordem, explorando cenarios mais complexos e multidisciplinares. Vocé vera como
todo esse conhecimento se traduz em solucdes para problemas reais em diversas areas.



Autoavaliacao

Teste seus conhecimentos e reforce o aprendizado desta aula!
Questoes Objetivas:

1. Qual é a estrutura geral da solu¢gao de uma EDO Linear de Segunda Ordem Nao Homogénea ay” + by’ + cy = g(z)
?a) y(x) = yn(x) — yp(z) b) y(z) = yp(x) €) y(x) = yn(x) + yp(z) d) y(z) = yu(z) - yp(z)

2. Para a EDO y" — 4y’ + 4y = €**, qual seria a forma inicial correta para a solugao particular y, usando o Método
dos Coeficientes a Determinar, considerando que y;, = Ce2* + Cyze?*? a) Ae®® b) Azxe?® c) Ax’e? d) Axde?

3. O Método da Variacao dos Parametros € mais adequado que o Método dos Coeficientes a Determinar quando a
funcao g(z) €: a) Um polinbmio de alto grau. b) Uma combinacao linear de seno e cosseno. ¢) Uma fungao
como tan(z) ou 1. d) Uma exponencial simples.

4. O fenbmeno da ressonancia em sistemas de oscilacdes forcadas ocorre quando: a) A forca externa é
constante. b) A frequéncia da forca externa coincide com uma frequéncia natural do sistema. c) O sistema nao
possui amortecimento. d) A solucao homogénea é nula.

Questao Discursiva:

1. Explique, com suas palavras, a principal diferenga entre a solugdo homogénea (y;,) e a solugdo particular (y,) de
uma EDO Linear de Segunda Ordem Nao Homogénea, e como cada uma contribui para a solucao geral.



Gabarito e Recursos Adicionais

Gabarito:
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A solucao homogénea (y;) descreve o comportamento "natural" ou "transiente" do sistema na auséncia de
forcas externas, contendo as constantes arbitrarias que dependem das condicdes iniciais. Ja a solucao
particular (y,) representa a resposta do sistema a forca externa especifica (g(z)), sem constantes arbitrarias, e
descreve o comportamento de regime permanente. A solugao geral € a soma de y; e y,, combinando a dinamica
intrinseca do sistema com sua reacao as influéncias externas.

Recursos Adicionais:

e Livros de Calculo e EDOs: James Stewart, George B. Thomas, Dennis G. Zill, William E. Boyce & Richard C.
DiPrima (para aprofundamento tedrico e mais exemplos).

e Artigos Cientificos: American Mathematical Monthly (para aplicacdes e desenvolvimentos recentes).

e Simuladores Online: Ferramentas como Wolfram Alpha ou GeoGebra (para visualizar solugcdes e entender o
comportamento de EDOs).

NOTA IMPORTANTE: As informacdes regulatorias/legais/técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte
sempre fontes oficiais para verificar alteracodes.



