Aula 20 - EDOs Lineares de Segunda Ordem
- Homogeéneas

Desvendando as EDOs Lineares de Segunda Ordem: A Base Homogénea

Vocé ja parou para pensar como a matematica consegue descrever o movimento de um péndulo, a vibracao de
uma corda de violao ou até mesmo o fluxo de corrente em um circuito eletrénico? Por tras de fendmenos tao
diversos, existe uma ferramenta poderosa: as Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs). E, dentro desse universo,
as EDOs Lineares de Segunda Ordem sao verdadeiras protagonistas, especialmente quando falamos de sistemas
dindamicos que dependem nao apenas da posi¢ao, mas também da velocidade ou da aceleracao.

Nesta aula, vamos mergulhar no coracao dessas equacoes, focando nas suas versées "homogéneas". Imagine que
estamos construindo uma casa: antes de pensar nos moveis e na decoracao (que seriam as EDOs nao
homogéneas), precisamos erguer a estrutura fundamental, as paredes e o telhado. E exatamente isso que faremos
aqui: entender a base solida que nos permitira resolver problemas mais complexos no futuro.

Ao final desta jornada, vocé nao apenas compreendera os principios teéricos por tras das EDOs Lineares de
Segunda Ordem Homogéneas, mas tambem sera capaz de identificar, classificar e resolver esses tipos de
equacoes. Além disso, desenvolvera a habilidade de aplicar esse conhecimento para modelar e analisar sistemas
reais, como os encontrados na engenharia, fisica e até mesmo na economia. Prepare-se para conectar o abstrato
da matematica com o concreto do mundo ao seu redor.

Para embarcar nesta aula, € util que vocé ja tenha familiaridade com os conceitos basicos de calculo diferencial e
integral, bem como uma nocéao introdutéria sobre EDOs de primeira ordem. Pense nisso como uma escada: cada
degrau que subimos nos prepara para o proximo. Os conceitos que vocé ja domina serao a base para as novas
ideias que exploraremos.



O Palco Esta Montado: O Que Sao EDOs
Lineares de Segunda Ordem?

Imagine que vocé esta dirigindo um carro. A posicao do carro muda com o tempo, certo? Essa € uma taxa de
variacao. Mas a velocidade do carro também muda, e essa mudanca na velocidade é a aceleracao. Se quisermos
descrever o movimento completo do carro, precisamos de uma equacao que leve em conta tanto a velocidade
quanto a aceleracao, ou seja, a primeira e a segunda derivadas da posicdo em relacdo ao tempo. E exatamente
para isso que servem as Equacdes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem.

()’ Uma EDO de segunda ordem envolve uma fungcédo desconhecida e suas duas primeiras derivadas. Quando
dizemos que ela é "linear", significa que a funcao e suas derivadas aparecem apenas na primeira poténcia
e nao sao multiplicadas entre si.

Isso €& crucial porque garante que o sistema se comporta de forma previsivel e que podemos usar o poderoso
Principio da Superposicao, que veremos a seguir. Essa linearidade simplifica muito a analise e a resolucao,
tornando-as aplicaveis a uma vasta gama de problemas praticos.

A forma geral de uma EDO Linear de Segunda Ordem é A(z)y” + B(x)y' + C(z)y = F(x), onde A(z), B(z), C(z) e F(z)
sao funcdes de z. O termo "ordinaria" significa que a funcdo desconhecida depende de apenas uma variavel
independente. No nosso caso, focaremos nas EDOs homogéneas, que sao aquelas onde F(z) = 0. Pense nisso
como um sistema que esta "em repouso” ou sem uma forca externa atuando sobre ele. E o ponto de partida ideal
para entender o comportamento intrinseco do sistema antes de adicionar complexidades.



O Principio da Superposicao: A Magia da
Combinacao

Vocé ja assistiu a uma orquestra? Cada instrumento toca sua propria melodia, mas quando combinados, eles criam
uma sinfonia complexa e harmoniosa. O Principio da Superposicao em EDOs Lineares funciona de maneira muito
semelhante. Ele nos diz que, se vocé tem duas solu¢des para uma EDO linear homogénea, qualquer combinacao
linear dessas solucdes também sera uma solucao. Isso € uma propriedade incrivelmente poderosa e fundamental

para a resolucao dessas equacoes.

Propriedade Matematica Combinacao Linear Solucao Geral
Se y;(z) e yo(x) sao solugoes Entdo y(z) = ciy1(x) + coya(z) Para quaisquer constantes c; e
para a EDO também sera uma solucao o

A(z)y" + B(z)y' + C(z)y =0

Essa propriedade € 0 que nos permite construir a solucao geral de uma EDO linear homogénea a partir de um
conjunto de solucdes "basicas" ou "fundamentais". E como ter um kit de pecas LEGO: se vocé tem as pecas
certas, pode montar qualquer estrutura.

A beleza da superposicao reside na sua simplicidade e eficacia. Ela nos permite decompor um problema complexo
em partes menores e mais gerenciaveis. Em vez de procurar uma unica solucao complicada, procuramos por
solucdes mais simples que, quando combinadas, formam a solucao completa. Isso é especialmente util em areas
como a engenharia de sinais, onde diferentes ondas podem ser somadas para formar um sinal complexo, ou na
fisica quantica, onde os estados de particulas podem ser superposicdes de outros estados.



O Coracao da Questao: EDOs Homogéneas
com Coeficientes Constantes

Agora que entendemos a linearidade e o principio da superposicao, vamos focar em um tipo especifico e muito
comum de EDO linear de segunda ordem: aquelas com coeficientes constantes. Isso significa que as funcdes
A(z), B(z) e C(z) que vimos na forma geral (A(z)y” + B(z)y' + C(z)y = F(x)) sdo, na verdade, numeros fixos, ou
seja, constantes a, b e c. Além disso, como estamos tratando de EDOs homogéneas, o termo F(z) é zero.

ay”" +by +cy=0

Por que essa forma € tdo importante? Porque ela descreve uma

vasta gama de fendmenos naturais e sistemas projetados pelo [J A auséncia de um termo de

homem que nao estao sob a influéncia de forcas externas forcamento externo (F(z) = 0)

variaveis. Pense em um circuito elétrico que esta apenas torna a analise muito mais direta e

descarregando, ou um sistema mecanico que esta oscilando nos permite focar no

livremente apos um impulso inicial. comportamento intrinseco do
sistema.

Resolver EDOs com coeficientes constantes € como seguir uma receita de bolo com ingredientes fixos. Uma vez
gue vocé entende os passos, pode aplica-los repetidamente para diferentes combinacdes de a, b € c. Essa
previsibilidade € o que as torna tao fundamentais para o estudo de sistemas dinamicos e para a base de muitas
disciplinas da engenharia e da fisica. E o ponto de partida para entender como os sistemas se comportam por si
mesmos, antes de considerarmos influéncias externas.



A Chave Mestra: A Equacao Caracteristica

Chegamos ao ponto central da resolucao de EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes. Como
encontramos as solucdes para ay” + by’ + cy = 0? A intuicdo nos diz que as solucdes devem ser funcdes que,
guando derivadas, mantém sua forma original, ou uma forma proporcional. Qual funcao tem essa propriedade? A
funcao exponenciall Se y = €', entdo y' = re’® e 3y’ = r’e’.

01 02 03

Substituicao Fatoracao Equacao Caracteristica
Substituimos y = e na EDO Colocamos e em evidéncia Como e™ # 0, temos

a(r?e™) + b(re™) + c(e"™) = 0 e (ar’ +br +c) =0 ar’ +br+c=0

Esta € uma equacao quadratica simples! A EDO de segunda ordem foi transformada em um problema algébrico que
podemos resolver usando a férmula de Bhaskara. E como decifrar um cédigo: a chave para a solucdo da EDO esta
nas raizes dessa equacao quadratica.

A equacao caracteristica é a nossa "chave mestra" porque as raizes r; e r, dessa equacao nos dirao a forma exata
das solucdes da EDO. Dependendo da natureza dessas raizes (reais e distintas, reais e repetidas, ou complexas),
teremos diferentes tipos de comportamento para o sistema descrito pela EDO. Essa transformacao de um problema
de calculo em um problema de algebra € um dos truques mais elegantes e poderosos da matematica aplicada.



Cenario 1;: Raizes Reais Distintas - Caminhos
Independentes

O primeiro e mais direto cenario que encontramos ao resolver a equacao caracteristica ar? + br + ¢ = 0 € quando
ela nos fornece duas raizes reais e diferentes, digamos r; e r,. Isso acontece quando o discriminante (A = b?> — 4ac)
€ maior que zero. Nesse caso, cada raiz nos da uma solucao exponencial independente para a EDO.

Condicao Solucao Geral

A=0b*—4dac>0 y(a:) — c1e™% £ cye™”
Solucoes Independentes

o yi(x)=em?

° y2(w) — emx

Se r; e ry SA0 raizes reais e distintas, entao y;(z) = e"* e yo(z) = €™ sao duas solugoes linearmente independentes
da EDO homogénea. Pelo Principio da Superposicao, a solucao geral é simplesmente a combinacao linear dessas
duas solucdes. E como ter dois caminhos distintos para chegar ao mesmo destino: vocé pode escolher um, o
outro, ou uma combinacao dos dois.

[JJ Exemplo Pratico Integrado

Vamos resolver a EDO y" + 5y’ + 6y = 0.

—
.

A equacao caracteristica € 72 + 5r + 6 = 0.
Fatorando, temos (r + 2)(r +3) = 0.

As raizes saor; = —2 e r, = —3. S30 reais e distintas.

Sl

Portanto, a solucéo geral é y(z) = cie ?* + cpe %,
)

Essa solucao descreve sistemas que decaem exponencialmente, como a descarga de um capacitor em um circuito
RC (embora seja de primeira ordem, a ideia de decaimento se aplica) ou o resfriamento de um objeto, onde a taxa
de mudanca é proporcional a diferenca de temperatura. Em sistemas de segunda ordem, pode representar um
movimento superamortecido, onde o sistema retorna ao equilibrio sem oscilar.



Cenario 2: Raizes Reais Repetidas - A
Solucao "Extra"

Nem sempre a equacao caracteristica nos da duas raizes distintas. As vezes, o discriminante (A = b2 — 4ac) é igual
a zero, 0 que significa que temos apenas uma raiz real, mas ela é repetida. Digamos que r; = r, = r. Se Usassemos
apenas y(z) = c1e’®, teriamos apenas uma solugao, e precisamos de duas solugdes linearmente independentes para
formar a solugao geral de uma EDO de segunda ordem.

Primeira Solucao Segunda Solucao

yi(z) = €™ yo(x) = xze™

Aqui entra um truque engenhoso: se y;(z) = €™ € uma solug¢ao, a segunda solucao linearmente independente para
0 caso de raizes repetidas € y,(z) = ze"®. Pense nisso como ter duas pessoas com 0 mesmo nome em uma lista.
Para diferencia-las, vocé adiciona um "sobrenome" ou um identificador extra. O z atua como esse identificador,
garantindo que y; e y» sejam de fato independentes.

y(x) = c1€"™ + coxe’™

[ Exemplo Pratico Integrado
Vamos resolver a EDO y" — 4y’ + 4y = 0.

1. A equacao caracteristica é r2 — 4r +4 = 0.
2. Fatorando, temos (r — 2)? = 0.
3. Araiz ér =2 (repetida).

4. Portanto, a solugao geral é y(z) = c1€?® + cyze?®.

Este tipo de solucao € comum em sistemas que estao criticamente amortecidos. Imagine um sistema massa-mola
com um amortecedor. Se o amortecimento for "perfeito", o sistema retornara ao equilibrio o mais rapido possivel
sem oscilar. E um comportamento desejavel em muitas aplicacées, como portas que fecham suavemente sem
bater, ou sistemas de suspensao de veiculos que absorvem impactos de forma eficiente. A presenca do termo ze’
€ a assinatura desse amortecimento critico.



Cenario 3: Raizes Complexas - A Danca das
Ondas

O terceiro e mais fascinante cenario ocorre quando o discriminante (A = b — 4ac) € menor que zero. Isso significa
que a equacgao caracteristica ar? + br + ¢ = 0 tem raizes complexas conjugadas. Elas terdo a forma r = o+ i3, onde
o e B sdo numeros reais e i é a unidade imaginaria (v/—1). A primeira vista, pode parecer estranho ter nimeros
imaginarios descrevendo um sistema fisico real, mas € aqui que a matematica revela sua beleza.

Embora as solucdes iniciais sejam ez e ¢~z que envolvem
numeros complexos, podemos usar a Formula de Euler ( [ Apods algumas manipulacgoées, as
e’ = cosf + isin ) para transforma-las em solucgdes reais. duas solugoes linearmente
independentes se tornam
yi(z) = e*® cos(Bz) €
yo(z) = e** sin(fx).

y(z) = €*®(cq cos(Bz) + co sin(Bz))

Analogia: Pense na musica. As raizes complexas sao como as frequéncias e amplitudes que compdéem uma
onda sonora. A parte real (a) determina se a onda decai ou cresce (amortecimento ou amplificacao), enquanto a
parte imaginaria (8) determina a frequéncia da oscilacdo. E a danca das ondas, descrevendo vibragdes,
oscilacdes e fendmenos periodicos.

() Exemplo Pratico Integrado
Vamos resolver a EDO y” + 2y’ + 5y = 0.
1. A equacao caracteristica é 72 + 2r + 5 = 0.

Usando a féormula de Bhaskara: r — —= 22(21_)4(1)(5) = 2va 2 o 20 o 2 g 4 g,

Aqui,a=-1epg=2.

S

Portanto, a solugao geral € y(z) = e *(c; cos(2z) + ¢y sin(2z)).

Este tipo de solucao é fundamental para descrever sistemas subamortecidos, como um péndulo que balanca e
gradualmente para devido ao atrito, ou um circuito RLC que oscila e decai. A parte exponencial (e%*) controla o
envelope do decaimento (se a < 0) ou crescimento (se a > 0), enquanto as fungdes seno e cosseno descrevem a
oscilacao.



Solucoes Fundamentais e o Wronskiano: A
Prova da Independeéncia

Até agora, falamos sobre encontrar duas solucdes y;(z) e yo(z) para a EDO homogénea. Mas como podemos ter
certeza de que essas duas solucdes sao realmente "diferentes" o suficiente para formar a base da nossa solucao
geral? Em termos matematicos, precisamos que elas sejam linearmente independentes. Se elas nao fossem, uma
seria apenas um multiplo da outra, e nao teriamos duas solucdes distintas para construir a solucao geral.

Conjunto Fundamental Vv Verificacao da Independéncia
Um conjunto fundamental de solucoes para Para verificar se duas solugoes y;(z) e y,(z) sao
uma EDO de segunda ordem é um par de linearmente independentes, usamos uma
solugdes linearmente independentes. E como ferramenta chamada Wronskiano.

ter dois vetores que apontam em direcoes
diferentes em um plano: eles podem formar a
base para qualquer outro vetor nesse plano.

O Wronskiano, denotado por W (y;,y.)(z), € um determinante construido a partir das solugdes e suas primeiras
derivadas:

W e)(2) = det (45 B0 i @uh(a) - mlelh(o

(2 L

[ Aregraé simples: se o Wronskiano for diferente de zero (W (yi1,y2)(x) # 0) para algum ponto no intervalo
de interesse, entao as solucdes yi1(z) e y2(z) sao linearmente independentes. Se o Wronskiano for zero
para todos os pontos, elas sao linearmente dependentes.

E a nossa prova definitiva da independéncia, garantindo que as solucdes que encontramos sio validas para
construir a solucao geral.



Calculando o Wronskiano na Pratica

Vamos aplicar o conceito do Wronskiano aos trés cenarios de raizes que estudamos, para solidificar a

compreensao da independéncia linear.

Raizes Reais Distintas (
1,72)

Solugoes: y;(z) = e"* e

Y2 (z) = e™*

Derivadas: y;(z) = rie"* e
Ys(x) = ro€™”

W (1,90) (@) = () (rae™) -
COICES

W (y1,y2)(z) = roe(rtr2)z _
Tle(r1+r2)x = (7"2 — rl)e(rl+rz)$

Como 71 74 72, (1”2 — 1”1) 75 0. E
e(n*tm)T nunca é zero. Portanto,

W # 0, confirmando a
independéncia.

2

Raizes Reais Repetidas (
r)

Solugoes: y;(z) = e e

yo(z) = 2™

Derivadas: yi(z) = re’* e

yh(z) = €™ + rae™ (regra do

produto)

W (y1,y2)(2) = (e7)(e" + rae™) —
(werw)(rerax)

W (1, y2) (@) = ¥ + rae’™ -
'I‘CBCZME — 627'3:

Como e*® nunca é zero, W # 0,
confirmando a independéncia.

3

Raizes Complexas
Conjugadas (o + i3)

Solugoes: y; (z) = e** cos(fz) €
ya(z) = e*® sin(fBx)

(As derivadas sao mais longas,
mas o resultado final é

W (y1,92)(z) = Be***. Como B # 0
para raizes complexas, e e?**
nunca é zero, W # 0,
confirmando a independéncia.)

A conexao é clara: o Wronskiano € uma ferramenta robusta que valida a linearidade e a independéncia das

solucdes que encontramos. Ele nos da a confianca de que a solucao geral que construimos é de fato a mais

completa e correta para a EDO homogénea.

Conceito

Raizes Reais Distintas

Ambito/Aplicacao

Base/Origem

Decaimento A>0

exponencial,
superamortecimento

Raizes Reais Repetidas

Amortecimento critico, A=0

retorno rapido

Raizes Complexas

Oscilacoes A<O0

amortecidas/amplificad

as, subamort.

Exemplo de Solucao
Geral (y(z))

6167"123 + C2eT2$

cie™ + caxe’™

e**(cy cos(Bx) + co sin(Sx))



Aplicacao 1: Modelagem de Sistemas
Massa-Mola - O Coracao da Engenharia

Agora que dominamos a teoria, € hora de ver as EDOs em acao. Um dos exemplos mais classicos e instrutivos de
aplicacao das EDOs Lineares de Segunda Ordem € a modelagem de sistemas massa-mola. Imagine um peso
pendurado em uma mola, que é puxado para baixo e depois solto. Como ele se move? As EDOs nos dao a resposta
precisa.

01 02

Sistema Fisico Lei de Hooke

Uma massa m presa a uma mola com constante elastica A forca restauradora da mola: F,, = —kz
k

03 04
Segunda Lei de Newton EDO Resultante
F = ma, onde a = 2" mz’ = —kx > mz" +kx =0

O problema é descrever o movimento de uma massa m presa a uma mola com constante elastica k. Se
considerarmos um sistema ideal, sem atrito e sem forcas externas atuando (ou seja, um sistema homogéneo), a
unica forca que age sobre a massa € a forca restauradora da mola, dada pela Lei de Hooke: F,, = —kz, onde z é 0
deslocamento da massa a partir da posicao de equilibrio.

Pela Segunda Lei de Newton, F = ma, onde a € a aceleracao da massa, que € a segunda derivada do deslocamento
em relagao ao tempo (a = z”). Assim, temos: mz” = —kx Reorganizando, obtemos a EDO Linear de Segunda Ordem
Homogénea: mz" + kx =0

Essa equacao é a base para entender como sistemas mecanicos oscilam. E como o batimento cardiaco da
engenharia mecanica, descrevendo o movimento de péndulos, vibracdes de estruturas e até mesmo o
funcionamento de amortecedores. A solucao dessa EDO nos dira se o sistema oscila, com que frequéncia e se ele
eventualmente para.



Detalhes da Modelagem Massa-Mola e
Solucao

Vamos aprofundar um pouco mais no sistema massa-mola. A EDO que derivamos, mz” + kxz = 0, pode ser reescrita
como z" + £z = 0. Se definirmos w? = £, a equagéo se torna z” + wiz = 0.

m

Resolucao da Equacao Caracteristica Solucao Geral

A equacgdo caracteristica é r> + w2 = 0, 0 que nos da :E(t) = ¢ Cos(wot) + ¢y Sin(wot)

r? = —w}, e, portanto, » = +iw,. Este & o caso de raizes

complexas, onde a =0 e 8 = wy. Esta solucao descreve um movimento harménico

simples, ou seja, uma oscilacao continua sem
amortecimento. A constante wy € a frequéncia angular
natural do sistema.

[JJ Exemplo Pratico com Condicoes Iniciais

Considere um sistema massa-mola com m =1 kg e k = 4 N/m. A massa € puxada 0.5 m para baixo da
posicao de equilibrio e solta do repouso.

1. EDO: z" + 4z = 0. Equacao caracteristica: r2 + 4 =0 = r = £2i.

2. Solugao geral: z(t) = ¢; cos(2t) + ¢; sin(2t).

3. Condigoes iniciais: z(0) = 0.5 (deslocamento inicial) e z'(0) = 0 (solta do repouso).
o x(0) = ¢ cos(0) + cosin(0) = ¢; = 0.5.
o z'(t) = —2c; sin(2t) + 2c2 cos(2t).
o '(0) = —2¢1 sin(0) + 2¢2 cos(0) = 2¢2 =0 = ¢2 = 0.

4. Solugao particular: z(t) = 0.5 cos(2t).

Esta solucao mostra que a massa oscilara indefinidamente com uma amplitude de 0.5 m e uma frequéncia angular
de 2 rad/s. Na realidade, sempre ha algum atrito (amortecimento), o que nos levaria a uma EDO ndo homogénea ou
com um termo de amortecimento, que veremos em aulas futuras. Mas este modelo ideal é o ponto de partida para
entender o comportamento oscilatorio fundamental.



Aplicacao 2: Circuitos RLC sem Forcamento
Externo — A Base da Eletronica

Além dos sistemas mecanicos, as EDOs de segunda ordem sao indispensaveis na analise de circuitos elétricos. Em
particular, os circuitos RLC (Resistor-Indutor-Capacitor) sao analogos aos sistemas massa-mola e exibem
comportamentos oscilatorios e de decaimento que sao perfeitamente descritos por essas equacoes.

Imagine um circuito RLC em série, mas sem uma fonte de tensao externa (sem forcamento). O que acontece com a
corrente ou a carga no capacitor se houver uma carga inicial ou uma corrente inicial? As leis de Kirchhoff nos
permitem montar a EDO. A queda de tensdao em cada componente é:

Resistor (R) Indutor (L) Capacitor (C)
Vg = IR = R% V=LY — 49 Vo =9

(onde Q éacargae I =%)

Pela Lei das Tensdes de Kirchhoff, a soma das quedas de tensdao em um circuito fechado é zero (ha auséncia de
uma fonte):

Q + RdQ + ! Q=0

dt? dt C
Esta € uma EDO Linear de Segunda Ordem Homogénea com coeficientes constantes! Ela descreve o
comportamento da carga Q(t) no capacitor ao longo do tempo. Se quisermos a corrente I(t), basta derivar Q(t).
Essa equacao € o pilar para o design de filtros, osciladores e sistemas de comunicacgao, onde o controle da

ressonancia e do amortecimento é crucial.

Analogia: Pense em um reservatério de agua com uma valvula (resistor), uma turbina (indutor) e o proprio
reservatoério (capacitor). Se vocé encher o reservatoério e depois abrir a valvula sem adicionar mais agua, a agua
fluira, a turbina girara, e o sistema eventualmente parara. A forma como ele para (oscilando ou suavemente) é
determinada pelos valores de R, L e C.




Detalhes da Modelagem de Circuitos RLC e
Solucao

A EDO para a carga Q(t) em um circuito RLC homogéneo é L‘fT? + R% + £Q = 0. A equacao caracteristica é
Lr* + Rr + 4 = 0. As raizes r dependem dos valores de L, R e C, e determinardo o comportamento do circuito:

Subamortecido (A < 0) Criticamente Superamortecido (A > 0
Se R? — 4L/C < 0, as raizes sao Amortecido (A = 0) )

complexas. A cargaea Se R? —4L/C = 0, as raizes sao Se R? —4L/C > 0, as raizes sdo
corrente oscilam com reais e repetidas. O circuito reais e distintas. O circuito
amplitude decrescente. O retorna ao equilibrio o mais retorna ao equilibrio

circuito "toca uma melodia" rapido possivel sem oscilar. lentamente, sem oscilar.

que se apaga com o tempo. Q) = cre™ + eoter Q) = crent + cpert

Q(t) = e*(c1 cos(Bt) + casin(Bt))

[J)' Exemplo Pratico com Condic¢oes Iniciais

Considere um circuito RLCcom L=1H, R=2Q, C = 0.2 F. O capacitor tem uma carga inicial de Q(0) =1
C e nao ha corrente inicial 1(0) = 0.

—
.

EDO:1Q" +2Q' + 5Q =0= Q"+ 2Q' + 5Q = 0.

Equacao caracteristica: r2 + 2r + 5 = 0.

Raizes: r = =25y4=20 — —25v10 — 7 4 9,

Solugao geral: Q(t) = e ¥(c; cos(2t) + co sin(2t)).

C

Condicoes iniciais:

o Q(0) = €’(c1cos(0) + c25in(0)) = ¢1 = 1.

o I(t) = Q'(t) = —e "(c1cos(2t) + casin(2t)) + e *(—2c1 sin(2t) + 2c2 cos(2t)).

o I(0) = —1(c1cos(0) 4 c2sin(0)) + 1(—2c1 sin(0) + 2¢2 cos(0)) = —c1 + 2¢2 = 0.
o Comoc; =1,temos —1+2¢c; =0 = c2 = 0.5.

6. Solugao particular: Q(t) = e *(cos(2t) + 0.5sin(2t)).

Este circuito é subamortecido, o que significa que a carga no capacitor oscilara, mas a amplitude dessas
oscilacdes diminuira exponencialmente com o tempo devido a resisténcia, até que o sistema atinja o equilibrio.



Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim da nossa jornada pelas EDOs Lineares de Segunda Ordem Homogéneas. Vimos que essas
equacoes sao ferramentas poderosas para descrever sistemas dindmicos que se comportam de forma previsivel,
sem a influéncia de forcas externas. Comecamos entendendo o Principio da Superposicao, que nos permite
combinar solucdes simples para formar a solucao geral. Em seguida, desvendamos a equacao caracteristica, a
chave para transformar um problema de céalculo em um de algebra.

Equacao Caracteristica

Principio da Superposicao D Transformacao de calculo em
Base para combinar solucoes algebra
lineares
%5 Trés Cenarios de Raizes
Reais distintas, repetidas e
. . . complexas
Aplicacoes Praticas @
Sistemas massa-mola e cwcu:li)Cs: Wronskiano

Prova da independéncia linear

Exploramos os trés cenarios cruciais das raizes da equacao caracteristica: reais distintas, reais repetidas e
complexas conjugadas, e como cada um deles leva a uma forma especifica da solucao geral. A importancia do
Wronskiano foi destacada como a prova da independéncia linear das solucdes, garantindo a validade de nossa
abordagem. Finalmente, aplicamos todo esse conhecimento ha modelagem de sistemas massa-mola e circuitos
RLC, demonstrando a relevancia pratica dessas EDOs em diversas areas da ciéncia e engenharia.

[ Em pratica: Vocé agora tem a base para analisar o comportamento intrinseco de sistemas oscilatérios e
de decaimento. Seja para entender a vibracao de uma estrutura, o amortecimento de um sistema
mecanico ou a resposta de um circuito eletrénico, a capacidade de resolver EDOs homogéneas € um
passo fundamental. Este conhecimento € a porta de entrada para problemas mais complexos e realistas.



Autoavaliacao e Recursos

Autoavaliacao

1. Qual das seguintes EDOs € uma EDO Linear de Segunda Ordem Homogénea com coeficientes constantes?
o a)y’ +zy +y = sin(zx)
o b)y"+3y +2y=0
o C)y+2y=0
o d)y"y +5y=0
2. Se a equacao caracteristica de uma EDO Linear de Segunda Ordem Homogénea resultar em raizesr; = -1 e

ro = —5, qual é a forma da solucao geral?

() =c1e”® + cowe™ ™

Y

y(z) = cie ™ + coe %

y(z) = e *(cy cos(bx) + co sin(bz))
()

(z) = ¢y cos(x) + ¢ sin(bx)

3. ParaaEDO 3" — 6y + 9y = 0, qual é a solucao geral?

o a)y(z) =cre’ + ce
o b)y(z) =c1e3® + cyze’®
o C)y(z) = e**(cy cos(z) + ¢z sin(z))
o d)y(z) =ce*
4. Em um sistema massa-mola ideal (mz" + kz = 0), se m = 1 kg e k£ = 9 N/m, qual é a frequéncia angular natural (
wy)?
o a)lrad/s
o b)3rad/s
o c¢)9rad/s
o d)Orad/s
5. Explique brevemente a importancia do Wronskiano na resolucao de EDOs Lineares de Segunda Ordem
Homogéneas.
Gabarito:
b [J) Conexao com a Proxima Aula
2. b) Na préoxima aula, "Aula 21 - EDOs Lineares de
3. b) Segunda Ordem — Néo. Homogéneas",
daremos um passo adiante e aprenderemos
4. b) a resolver EDOs que possuem um termo de
5. O Wronskiano é crucial porque ele nos permite forcamento externo (F(z) # 0). Vocé vera
verificar se as duas solugdes que encontramos como a solugao homogénea que
para uma EDO Linear de Segunda Ordem aprendemos hoje é a base para encontrar a
Homogénea sao linearmente independentes. Se o solucao completa dessas equacdes mais
Wronskiano for diferente de zero, as solucdes sao complexas.

independentes e formam um conjunto fundamental,
garantindo que a solucao geral construida a partir
delas é completa e valida.

Recursos Adicionais:

e Livros: "Calculo" de James Stewart ou "Equacdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de
Contorno" de Boyce & DiPrima (para aprofundamento).

e Plataformas Online: Khan Academy, Coursera (cursos de EDOs) para exemplos interativos.

o Softwares: MATLAB, Wolfram Alpha, Python com bibliotecas como SciPy para simulacdes e visualizacdes.

NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e bibliografia especializada para verificar alteracdes ou aprofundamentos em areas especificas de
aplicacao.



