Aula 18 - EDOs de Primeira Ordem - Parte 1

Desvendando o Dinamismo: Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Vocé ja parou para pensar como 0s engenheiros preveem o comportamento de um circuito elétrico, como os
cientistas de dados modelam a propagacao de informacdes em uma rede social, ou como 0s economistas
calculam o crescimento de um investimento ao longo do tempo? Por tras de todas essas previsdes e analises de
sistemas que mudam continuamente, existe uma ferramenta matematica poderosa: as Equacdes Diferenciais
Ordinarias (EDOs). Elas sao a linguagem que descreve a evolucao de fenébmenos, revelando como as taxas de
mudanca se relacionam com as proprias quantidades que estao mudando.

Nesta aula, embarcaremos na primeira parte da nossa jornada pelas EDOs de Primeira Ordem. Nosso foco sera
construir uma base sodlida, explorando os tipos mais fundamentais e as técnicas essenciais para resolvé-los. Vocé
descobrira que, embora o nome possa soar complexo, a légica por tras dessas equacdes € bastante intuitiva e
reflete diretamente o mundo ao nosso redor, onde tudo esta em constante transformacao.

Ao final desta aula, vocé sera capaz de identificar e resolver Equacdes Diferenciais Ordinarias de primeira ordem
dos tipos separaveis e lineares, utilizando métodos como o do fator integrante. Além disso, desenvolvera a
habilidade de aplicar esses conhecimentos para modelar e solucionar problemas praticos em diversas areas, como
engenharia, quimica e financas, e conseguira analisar o comportamento das solucées obtidas, compreendendo o
gue elas nos dizem sobre o futuro de um sistema. Prepare-se para ver a matematica ganhando vida e revelando os
segredos do dinamismo.

Nossa jornada comecara com uma revisao rapida sobre o que sao EDOs e por que elas sao tao cruciais. Em
seguida, mergulharemos nas equacodes separaveis, que sao a porta de entrada para a resolucao de muitos
problemas. Depois, avancaremos para as equacoes lineares de primeira ordem, um tipo ainda mais versatil, e
exploraremos o engenhoso método do fator integrante. Por fim, conectaremos toda essa teoria a aplicacdes reais,
mostrando como a matematica se manifesta em modelos de misturas, circuitos elétricos, cinética de reacdes
quimicas e até mesmo no calculo de juros.



O Coracao da Mudanca: Entendendo as
Equacoes Diferenciais Ordinarias

Imagine que vocé esta acompanhando a temperatura de um café que acabou de ser servido. Ela ndo permanece
constante, certo? Diminui com o tempo. A taxa com que a temperatura diminui depende da propria temperatura do
café em relacao ao ambiente. Essa relacao entre a taxa de mudanca (a derivada) e a quantidade que esta mudando
(a temperatura) € a esséncia de uma Equacao Diferencial Ordinaria. Elas sao, em sua forma mais simples,
equacodes que envolvem uma funcao desconhecida e suas derivadas.

E Populacao Urbana e® Concentracao de & Corrente Elétrica
A populacao de uma cidade Medicamentos A corrente em um circuito
cresce ou diminui seguindo A concentracao de um elétrico se ajusta
padroes que podem ser medicamento no corpo varia dinamicamente as
modelados ao longo do tempo de forma mudancgas de voltagem.
matematicamente. previsivel.

No mundo real, quase tudo estd em constante fluxo. As EDOs nos fornecem um arcabouco matematico para
descrever e prever esses fendmenos dinamicos. Elas sao a espinha dorsal de modelos em areas tao diversas
guanto a fisica, a biologia, a economia, a engenharia e, cada vez mais, a ciéncia de dados, onde algoritmos de
otimizacao e aprendizado de maquina frequentemente dependem de principios de calculo diferencial.

() Uma EDO de primeira ordem & aquela que envolve apenas a primeira derivada da funcdo desconhecida.
Pense nela como uma "receita" que nos diz como uma quantidade estd mudando a cada instante, com
base em seu valor atual.

A beleza das EDOs reside na sua capacidade de transformar observacdes sobre taxas de mudanca em previsées
concretas sobre o comportamento futuro de um sistema. Elas nos permitem ir além da simples descricao e
realmente entender a dinamica subjacente.



Desvendando o Primeiro Passo: Equacoes
Separaveis

Vocé ja tentou separar as cores de um conjunto de blocos de montar para organizar melhor? As equacoes
separaveis funcionam de forma semelhante. Elas sao o tipo mais simples de EDO de primeira ordem e recebem
esse home porgue podemos "separar" as variaveis, ou seja, agrupar todos os termos que dependem de uma
variavel (e sua diferencial) de um lado da equacao, e todos os termos que dependem da outra variavel (e sua
diferencial) do outro lado.

01 02
Identificar a Forma Separar as Variaveis
Uma EDO é separavel se puder ser escrita como Reorganizar para dy/h(y) = g(z)dx

dy/dzx = g(x)h(y)

03 04

Integrar Ambos os Lados Resolver paray

Aplicar integragéo: [dy/h(y) = [ g(z)dz Isolar a funcao desconhecida e aplicar condicdes
iniciais

Vamos considerar um exemplo classico: o crescimento populacional sem restricées. Se a taxa de crescimento de
uma populacao é proporcional ao seu tamanho atual, podemos modelar isso com uma EDO separavel. Suponha
que P(t) seja a populacao no tempo ¢, e k seja a taxa de crescimento. A EDO seria dP/dt = kP. Aqui, g(t) =k e

h(P) = P. Podemos separar as variaveis para obter dP/P = kdt. Integrando ambos os lados, obtemos in|P| = kt + C,
0 que nos leva a P(t) = Ae*, onde A = e“ é a populagao inicial.

A beleza das equacodes separaveis reside na sua simplicidade e na vasta gama de problemas que podem ser
modelados por elas, desde a desintegracao radioativa até a taxa de resfriamento de um objeto.




Equacoes Separaveis: Um Olhar Mais
Profundo e Aplicacoes

Continuando nossa exploracao das equacdes separaveis, € importante notar que nem sempre a separacao € obvia
a primeira vista. As vezes, é preciso um pouco de manipulacdo algébrica para rearranjar a equacdo na forma

dy/dx = g(x)h(y). A chave é sempre buscar isolar as variaveis e suas respectivas diferenciais. Uma vez que a
separacao e feita, a integracao é o passo final, e a constante de integracao resultante é crucial, pois ela representa
as condicdes iniciais do problema, definindo uma solucao particular a partir da familia de solucdes gerais.

Separabilidade Variaveis
Modelagem de fendbmenos com taxas proporcionais. Funcodes que podem ser isoladas em lados opostos.
« Base: Algebra e Calculo Integral e Estrutura da EDO
e Exemplo: Crescimento populacional, decaimento e Exemplo: z e y em dy/dz = g(z)h(y)
radioativo
Integracao Constante C
Método para encontrar a func¢ao original. Representa a familia de soluc¢des; definida por

, condicoes iniciais.
e Base: Teorema Fundamental do Calculo ¢

o Exemplo: [dy/h(y) = [ g(z)d= o Propriedade da integraco indefinida
o Exemplo: P(t) = Ae* (onde A depende de C)

Pense em um cenario onde a taxa de esvaziamento de um tanque de agua através de um pequeno orificio é
proporcional a raiz quadrada da altura da agua no tanque. Este é um problema classico de fisica que pode ser
modelado por uma EDO separavel. Se h(t) é a altura da agua no tempo ¢, a EDO seria dh/dt = —k+/h, onde k € uma
constante positiva. Separando as variaveis, teriamos dh/+/h = —kdt. Integrando ambos os lados, chegamos a

2+v/h = —kt + C. Com uma condicao inicial (por exemplo, a altura inicial da agua), podemos determinar C e prever
quanto tempo levara para o tanque esvaziar.

A capacidade de modelar e resolver equacdes separaveis € uma habilidade fundamental para qualquer estudante
de ciéncias exatas. Ela serve como um trampolim para problemas mais complexos e € a base para entender como
sistemas simples evoluem. Em ciéncia de dados, por exemplo, modelos de crescimento e decaimento, que sao
essencialmente equacdes separaveis, sao usados para prever tendéncias de mercado ou a propagacao de virus
em uma populacao.



O Proximo Nivel: Equacoes Lineares de
Primeira Ordem

Se as equacdes separaveis sao como organizar blocos por cor, as equacoes lineares de primeira ordem sao como
montar um circuito eletronico: ha uma estrutura mais definida e uma interconexao entre os componentes que exige
uma abordagem mais sofisticada. Elas representam um avanco significativo na complexidade e na aplicabilidade,
pois permitem modelar sistemas onde a taxa de mudanca nao depende apenas da quantidade em si, mas também
de fatores externos que variam com o tempo.

[ Definicao: Uma EDO de primeira ordem é considerada linear se puder ser escrita na forma
dy/dz + P(z)y = Q(z). Note que a fungdo desconhecida y e sua derivada dy/dzx aparecem apenas ha
primeira poténcia e nao sao multiplicadas entre si.

3 &L

Forma Padrao Fator Integrante Solucao
dy/dz + P(z)y = Q(z) p(x) = el Pl Multiplicar e integrar

A grande sacada para resolver equacoes lineares é o método do fator integrante. Pense nisso como uma "chave
magica" que transforma o lado esquerdo da equacao em uma derivada de um produto, tornando a integracao
direta. Essa chave € uma funcao, u(z), calculada como e/ P@dz_ Ao multiplicar toda a EDO por esse fator integrante,
o lado esquerdo se torna a derivada do produto [u(z)y]. E um truque engenhoso que simplifica drasticamente o
problema, permitindo que vocé integre ambos os lados e isole y.

Este método é um dos pilares da resolucao de EDOs e sua compreensao abre portas para a analise de sistemas
dinamicos mais complexos. E a ferramenta que nos permite, por exemplo, prever como a corrente elétrica se
comporta em um circuito RC ou como a concentracao de um poluente muda em um lago com a entrada e saida de
agua.



O Fator Integrante em Acao: Desvendando a
Solucao

Para ilustrar o poder do fator integrante, vamos considerar um exemplo pratico. Imagine que vocé esta
monitorando a temperatura de um objeto que esta sendo aquecido em um forno, e a taxa de mudanca de sua
temperatura é influenciada tanto pela sua prépria temperatura quanto pela temperatura do forno, que pode variar
com o tempo. Isso pode ser modelado por uma EDO linear.

071 02 03

Identificar P(x) e Q(x) Calcular o Fator Integrante ~ Multiplicar a EDO
Para dy/dz + (2/z)y = z2: P(z) =2/ p(z) = e/ ¥/®)de — g2nle| — 42 z?(dy/dz) + 2zy = z*

e Q(z) =2’
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Reconhecer a Derivada Integrar e Resolver

O lado esquerdo é d/dz(z*y) = =* z’y =2°/5+C, logoy = 2*/5 + C/z?

Suponha a EDO dy/dz + (2/z)y = z%. Aqui, P(z) = 2/z e Q(z) = z%. O primeiro passo é calcular o fator integrante,
w(z). p(z) = el @/a)dz — g2nle| — ¢in(@®) — 22 Agora, multiplicamos toda a EDO por z2: z%(dy/dz) + z%(2/z)y = 22(z?)
z?(dy/dz) + 2zy = =*

Observe que o lado esquerdo é exatamente a derivada do produto (z%y) em relagao a z, ou seja, d/dz(z%y) = z*.
Agora, integramos ambos os lados em relagdo a z: [ d/dz(2?y)dz = [ z*dz 2>y = z°/5 + C Finalmente, isolamos y:
y=x3/5+ C/z?.

Este € um exemplo da solucao geral. Para encontrar uma solucao particular, precisariamos de uma condicao inicial,
como o valor de y para um determinado z. O método do fator integrante € uma técnica elegante que transforma
uma equacao aparentemente dificil em uma que pode ser resolvida por simples integracao. Sua aplicacao se
estende a problemas de engenharia, como a analise de circuitos elétricos, onde a corrente ou a voltagem podem
ser descritas por EDOs lineares, e em economia, para modelar o acumulo de capital com investimentos continuos.



Modelando o Cotidiano: Aplicacoes em
Misturas

Vocé ja se perguntou como a concentracao de sal em um aquario muda quando adicionamos agua doce ou
salgada, ou como a poluicdo em um lago é diluida pela entrada de um rio? Esses sdo exemplos classicos de
problemas de mistura, e as Equacdes Diferenciais Ordinarias de primeira ordem sao a ferramenta perfeita para
modela-los. A ideia central € que a taxa de variacao da quantidade de uma substancia em um volume (como um
tanque ou um lago) é igual a taxa de entrada da substancia menos a taxa de saida.

Taxa de Entrada Taxa de Saida Balanco
Concentracao da solucao x Concentracao no tanque x Taxa dA/dt = Entrada — Saida
Taxa de fluxo de entrada de fluxo de saida

Imagine um grande tanque contendo um certo volume de agua com sal dissolvido. Uma solucao de sal entra no
tanque a uma certa taxa e a mistura bem homogénea sai do tanque a outra taxa. Nosso objetivo é determinar a
guantidade de sal no tanque em qualquer momento. Este € um problema dinamico, pois a quantidade de sal esta
constantemente mudando. A chave para modelar isso € entender que a taxa de saida de sal depende da
concentracao atual de sal no tanque, que por sua vez depende da quantidade total de sal e do volume da mistura.

[ Formalizacao: Seja A(t) a quantidade de sal no tanque no tempo t. A taxa de variagcao de A(t), ou seja,
dA/dt, sera dada por: dA/dt = (taxa de entrada de sal) — (taxa de saida de sal)

A taxa de entrada de sal é o produto da concentracao da solucao que entra pela taxa de fluxo de entrada. A taxa
de saida de sal é o produto da concentragcao de sal no tanque (que é A(t) dividido pelo volume V (¢)) pela taxa de
fluxo de saida. Se o volume do tanque permanece constante (taxa de entrada = taxa de saida), a EDO resultante é
linear. Se o volume varia, a EDO pode se tornar um pouco mais complexa, mas ainda é tratavel.

Esses modelos de mistura sdo cruciais em engenharia quimica para projetar reatores, em engenharia ambiental
para analisar a dispersao de poluentes, e até mesmo em biologia para entender a dinamica de nutrientes em
sistemas bioldgicos. Eles nos mostram como as EDOs podem ser usadas para prever o comportamento de
sistemas complexos a partir de principios basicos de conservacao.



Misturas em Detalhe: Um Exemplo Pratico

Para solidificar a compreensao dos modelos de mistura, vamos aplicar o conceito a um cenario especifico.

Considere um tanque de 100 litros que inicialmente contém 10 kg de sal dissolvido em agua. Uma solucao de sal

com concentracao de 0,2 kg/L entra no tanque a uma taxa de 4 L/min. A mistura € mantida homogénea por

agitacao e sai do tanque a mesma taxa de 4 L/min. Queremos saber a quantidade de sal no tanque apdés 30

minutos.

Dados do Problema

e Volume do tanque: 100 L (constante)

e Salinicial: 10 kg

e Concentracao de entrada: 0,2 kg/L

e Taxa de fluxo: 4 L/min (entrada = saida)

e Tempo de analise: 30 min

Modelagem

Primeiro, definimos A(t) como a quantidade de sal (em kg) no
tanque no tempo ¢ (em minutos).

Taxa de entrada de sal: (0,2 kg/L) x (4 L/min) = 0,8 kg/min

Taxa de saida de sal: (A(t)/100 kg/L) x (4 L/min) = A(t)/25 kg/min

01

EDO

dA/dt = 0,8 — A(t)/25

02

Forma Linear

dA/dt + (1/25)A = 0,8

03

Fator Integrante

plt) = el

04

Solucao Geral

A(t) = 20 + Ce /%

05

Condicao Inicial

A(0) =10 = C = —10

06

| Solucéao Final: A(t) = 20 — 10e™%/%

Para resolver, usamos o fator integrante:
p(t) = e/ (1/2)dt — ¢t/25 Multiplicando a EDO
por p(t): e/?(dA/dt) + e'/%5(1/25)A = 0, 8¢t/
O lado esquerdo é d/dt(et/*> A). Entao,
d/dt(el/® A) = 0,8¢'/?. Integrando ambos os
lados:

et/?A = [0,8¢e!/%dt = 0,8 x 25¢t/? + C =
20e/% 4 C

. A(t) = 20 + Ce /%, Usando a condigao
inicial A(0) = 10:
10=20+Ce’ = 10=20+ C = C = —10.
Portanto, a quantidade de sal no tanque é
A(t) = 20 — 10e~¥%. Para t = 30 minutos:
A(30) = 20 — 10e739/25 = 20 — 10e 2 &~ 20 —
10 x 0.301 = 20 — 3.01 = 16.99

kg.

Este exemplo demonstra como as EDOs
nos permitem quantificar e prever a
evolucao de sistemas dinamicos,
fornecendo insights valiosos para tomada
de decisdes em contextos reais.



A Corrente da Mudanca: Circuitos Eletricos
Simples (RC)

Se vocé ja se perguntou como um flash de camera carrega ou como um marcapasso regula os batimentos
cardiacos, saiba que por tras desses fendbmenos estao os circuitos elétricos, e as Equacdes Diferenciais Ordinarias
sao a linguagem que descreve seu comportamento. Em particular, os circuitos RC (Resistor-Capacitor) sdo um
excelente exemplo de como as EDOs de primeira ordem se manifestam na engenharia elétrica e na fisica.

® v o

Resistor (R) Capacitor (C) Fonte de Voltagem (E)
Componente que oferece Componente que armazena energia  Fornece a diferenca de potencial
resisténcia ao fluxo de corrente elétrica em um campo elétrico, qgue impulsiona o fluxo de corrente
elétrica, dissipando energia na acumulando carga ao longo do através do circuito.

forma de calor. tempo.

Um circuito RC simples consiste em um resistor (R) e um capacitor (C) conectados em série a uma fonte de
voltagem (E). Quando a fonte de voltagem é aplicada, o capacitor comeca a carregar, e a corrente elétrica flui
atraveés do resistor. A voltagem no capacitor nao muda instantaneamente; ela se acumula ao longo do tempo. A Lei
de Kirchhoff para voltagens nos diz que a soma das quedas de voltagem em um circuito fechado € igual a
voltagem da fonte. Para um circuito RC, isso se traduz em: RI + Vi = E(t), onde I € a corrente, V; € a voltagem no
capacitor e E(t) € a voltagem da fonte (que pode variar com o tempo).

[) Conexaocom EDOs: A corrente I é a taxa de variacdo da carga Q no capacitor (I = dQ/dt), e a voltagem
no capacitor é V¢ = Q/C.

Substituindo essas relagdes na Lei de Kirchhoff, obtemos uma EDO de primeira ordem para a carga Q(t):
R(dQ/dt) + Q/C = E(t). Dividindo por R, temos: dQ/dt + (1/RC)Q = E(t)/R. Esta € uma EDO linear de primeira
ordem na forma dy/dx + P(z)y = Q(x), onde y = Q(t), P(t) = 1/RC e Q(t) = E(t)/R.

A constante RC € conhecida como a constante de tempo do circuito, e ela determina a rapidez com que o
capacitor carrega ou descarrega. Quanto menor o RC, mais rapido o processo. Compreender e resolver essa EDO
nos permite prever a carga no capacitor e, consequentemente, a corrente e a voltagem em qualquer ponto do
circuito ao longo do tempo. E uma aplicacao direta e poderosa das EDOs na analise de sistemas dinamicos reais.



Circuitos RC: Carregamento e
Descarregamento

Vamos analisar um cenario comum em circuitos RC: o carregamento de um capacitor. Suponha que um capacitor
inicialmente descarregado (Q(0) = 0) seja conectado a uma fonte de voltagem constante Ey,. A EDO para a carga
Q(t) €dQ/dt + (1/RC)Q = Ey/R.

071 02 03

Fator Integrante Multiplicar a EDO Reconhecer Derivada

p(t) = e/ /RO — /RO e"/f0(dQ/dt) + e'F(1/RC)Q = O lado esquerdo é d/dt(e!/F0Q)
(EO/R)et/RO

04 05

Integrar Aplicar Condicao Inicial

e!/RCQ = E,Cet/RC + K Q(0)=0= K = —E,C

Para resolver, usamos o fator integrante: u(t) = e/(1/EC)t — ¢t/RC Multiplicando a EDO por p(t):

et/ BC(dQ /dt) + e!/FC(1/RC)Q = (Eo/R)e!FC O lado esquerdo € d/dt(e!/FCQ). Entéo, d/dt(e!’*° Q) = (Ey/R)e!/FC.
Integrando ambos os lados: e/R°Q = [(Ey/R)e!/ECdt = (Ey/R)RCeEC + K = EgCe/RC + K. Q(t) = EoC + Ke Y/EC.
Usando a condigao inicial Q(0) = 0: 0 = E,C + Ke’ =— K = —E,C. Portanto, a carga no capacitor é

Q(t) = E,C(1 — e /RO,

Analise da Solucao

63.2%
Esta equacao nos mostra que a carga no capacitor o 0

cresce exponencialmente em direcao a um valor
maximo de E,C (que é a carga final quando o Cargaemt=RC

capacitor esta totalmente carregado). Percentual da carga maxima atingida apds uma

A constante de tempo RC governa a velocidade desse constante de tempo

crescimento. Apés um tempo igual a RC, o capacitor

atinge aproximadamente 63.2% de sua carga maxima. 9 5 o/
0

Cargaemt = 3RC

Capacitor praticamente carregado apos trés
constantes de tempo

A compreensao do comportamento de carregamento e descarregamento de capacitores € fundamental para o
design de filtros eletrénicos, temporizadores, fontes de alimentacao e muitos outros dispositivos eletrénicos.
Conectando com as tendéncias de 2025, a miniaturizacao e a eficiéncia energética em dispositivos |oT (Internet
das Coisas) e eletrénicos vestiveis dependem criticamente da otimizacao desses circuitos, e as EDOs sao a base
para essa otimizacao.



A Velocidade das Reacoes: Aplicacoes em
Quimica (Cineética de Reacoes)

A guimica, em sua esséncia, é o estudo das transformacdes da matéria. E como essas transformacdes ocorrem?
Em que velocidade? As Equacdes Diferenciais Ordinarias sao indispensaveis para responder a essas perguntas,
especialmente no campo da cinética quimica, que estuda as taxas e 0s mecanismos das reacdes. Uma reacao
quimica € um processo dinamico, onde as concentragdes dos reagentes e produtos mudam continuamente ao
longo do tempo.

Reacao de Primeira Desintegracao Meia-vida

Ordem Radioativa Tempo para metade da
Taxa de consumo proporcional a Exemplo classico de cinética de concentracao inicial ser
concentracao do reagente primeira ordem consumida

dC/dt = —kC C(t) = Cpe ™ by = 2

Considere uma reacao de primeira ordem, onde a taxa de consumo de um reagente é diretamente proporcional a
sua prépria concentracao. Um exemplo classico é a desintegracao radioativa, onde a taxa de decaimento de um
isotopo é proporcional a quantidade de isotopo presente. Se C(t) € a concentragao de um reagente no tempo ¢, e k
é a constante de taxa da reacao, a EDO que descreve essa reacgao é: dC/dt = —kC. O sinal negativo indica que a
concentracao do reagente esta diminuindo. Esta é uma EDO separavel, que ja exploramos. Ao resolver, obtemos
C(t) = Cye ™, onde C, & a concentracao inicial.

) Aplicacoes Modernas: A cinética de reacdes é crucial no desenvolvimento de novos medicamentos
(farmacocinética), na otimizacao de processos industriais (engenharia de reatores) e até mesmo na
compreensao de processos bioldgicos complexos dentro das células.

Essa equacao exponencial € a base para determinar a meia-vida de substancias radioativas, o tempo necessario
para que metade da concentracao inicial seja consumida. A capacidade de prever a concentracao de uma
substancia ao longo do tempo é vital para garantir a seguranca e a eficacia de produtos e processos.



O Poder do Tempo: Aplicacoes em Financas
(Juros Compostos Continuos)

Quando pensamos em dinheiro, geralmente imaginamos juros sendo calculados anualmente, mensalmente ou
diariamente. Mas e se os juros fossem compostos a cada instante? Essa é a ideia por tras dos juros compostos
continuos, um conceito financeiro poderoso que é perfeitamente modelado por uma Equacao Diferencial Ordinaria
de primeira ordem. Ele nos permite entender como um investimento cresce quando os rendimentos sao
reinvestidos constantemente, sem interrupcdes.

76
Capital Inicial Taxa de Juros
P, - Valor investido inicialmente r - Taxa anual de rendimento
A8 =+
R x|=
Crescimento Continuo Solucao
dP/dt = rP P(t) = Pye'

Imagine que vocé tem um capital inicial P, e ele rende juros a uma taxa anual r. Se 0s juros sdo compostos
continuamente, a taxa de variacao do seu capital P(t) em relagao ao tempo t € diretamente proporcional ao préprio
capital. Em outras palavras, quanto mais dinheiro vocé tem, mais rapido ele cresce. Isso pode ser expresso pela
EDO: dP/dt = rP. Esta € uma EDO separavel, idéntica em forma a equacao de crescimento populacional ou
decaimento radioativo que vimos anteriormente.

Formula dos Juros Compostos Continuos: P(t) = Pye™

Esta é a famosa formula que mostra como o capital cresce exponencialmente ao longo do tempo. O numero e (a
base do logaritmo natural) surge naturalmente aqui, destacando sua importancia em processos de crescimento
continuo.

Aplicacoes Fundamentais

%
e Avaliar investimentos: Comparar o retorno de 2 ® 7 2 1 O 0 )

diferentes opc¢des de investimento

] Numero e Crescimento
e Calculo de valor futuro: Prever o valor de um
investimento apds um certo periodo Base natural dos Dobra o capital quando
« Modelagem de dividas: Entender como os juros se logaritmos em rt = In(2)
acumulam em empréstimos crescimento continuo

e Otimizacao de portfolios: Em cenarios mais
avancados, EDOs sao usadas para modelar a
dinamica de precos de ativos

A capacidade de modelar e prever o crescimento financeiro de forma continua é uma habilidade valiosa para
qualquer profissional que lida com investimentos ou planejamento financeiro, e as EDOs sao a ferramenta que
torna isso possivel.



O Que a Solucao Nos Diz: Analise e
Comportamento Assintotico

Resolver uma Equacao Diferencial Ordinaria € apenas metade do caminho. A outra metade, igualmente crucial, é
entender 0 que a solucao nos diz sobre o sistema que estamos modelando. A analise de solucdes e 0
comportamento assintotico sao sobre interpretar o "futuro" do sistema: para onde ele esta indo no longo prazo?
Ele se estabiliza? Cresce indefinidamente? Oscila?

% X 00

Familia de Solucoes Condicoes Iniciais Comportamento Assintético
A solugao geral contém uma Determinam a constante de Refere-se ao que acontece com a
constante de integracao que gera integracao, definindo uma solucao solucao quando o tempo tende ao
diferentes curvas, todas seguindo a  particular especifica para o infinito, revelando o estado de
mesma "regra" definida pela EDO. problema. equilibrio.

Quando encontramos a solucao geral de uma EDO, ela geralmente contém uma constante de integracao (como o C
ou A que vimos). Essa constante é determinada pelas condicoes iniciais do problema. Cada valor diferente para
essa constante gera uma curva diferente na familia de solucdes, mas todas elas seguem a mesma "regra" definida
pela EDO. E como ter um mapa de estradas que mostra todas as rotas possiveis, e a condicao inicial é o seu ponto
de partida, que define a sua viagem especifica.

[JJ Exemplo: No carregamento do capacitor, vimos que a carga Q(t) se aproxima assintoticamente de E,C.
Isso significa que, com tempo suficiente, o capacitor estara totalmente carregado e a corrente cessara.

Engenharia Biologia Economia

Garantir que um sistema (circuito, Entender a dindmica populacional Prever o crescimento econdémico
reator) atinja um estado estavel em longo prazo ou concentracao sustentavel ou estabilizacao de
desejado ou prever falhas. de medicamentos no corpo. mercados.

O comportamento assintotico refere-se ao que acontece com a solucao quando a variavel independente
(geralmente o tempo t) tende ao infinito. Isso nos da uma visao do estado de equilibrio ou do comportamento de
longo prazo do sistema. No modelo de mistura, a quantidade de sal no tanque pode se aproximar de uma
concentracao de equilibrio, independentemente da concentracao inicial.



A Importancia da Estabilidade e Equilibrio

Aprofundando na analise de solucdes, a ideia de estabilidade é fundamental. Um ponto de equilibrio (ou estado
estacionario) de um sistema é um valor para o qual a taxa de mudanca é zero. Se uma solucao tende a esse ponto
de equilibrio a medida que o tempo avanca, dizemos que o ponto de equilibrio € estavel. Se, por outro lado,
pequenas perturbacdes afastam a solucao desse ponto, ele é instavel. Compreender a estabilidade é crucial para
projetar sistemas robustos e seguros.

Ponto de Equilibrio Independéncia Inicial

Valor onde dA/dt = 0 Estado final independe da
No modelo de mistura: condigao Inicial
0,8 — A(t)/25 =0= A(t) =20 Quantidade de sal se estabiliza

em 20 kg

Estabilidade

Solucao converge para o
equilibrio

A(t) = 20 — 10e7¥? — 20 quando

t — oo

Por exemplo, no modelo de mistura dA/dt = 0,8 — A(t)/25, o ponto de equilibrio ocorre quando dA/dt = 0, ou seja,
0,8 — A(t)/25 = 0 = A(t) = 20. Se vocé observar a solugdo A(t) = 20 — 10e~*/%*, a medida que t — oo, 0 termo 10e /2
tende a zero, e A(t) se aproxima de 20. Isso significa que, no longo prazo, a quantidade de sal no tanque se
estabilizara em 20 kg, independentemente da quantidade inicial (desde que o tanque nao transborde). Este € um
ponto de equilibrio estavel.

Sensibilidade aos Parametros Tendéncias Atuais

A andlise de solu¢cdes também envolve a compreensao A andlise de comportamento assintético € um pilar na
de como diferentes parametros na EDO afetam o modelagem preditiva em ciéncia de dados. Ao prever a
comportamento do sistema. Por exemplo, no circuito evolucao de algoritmos de aprendizado de maquina ou
RC, a constante de tempo RC determina a velocidade a dinamica de redes neurais, frequentemente

de carregamento. buscamos entender se esses sistemas convergirao

) para um estado estavel.
e Se RC € grande - carregamento lento

e Se RC é pequeno - carregamento rapido

Essa sensibilidade aos parametros € o que permite aos engenheiros e cientistas "ajustar" seus modelos para que
correspondam aos dados do mundo real e para otimizar o desempenho dos sistemas. As EDOs fornecem a
estrutura matematica para essa compreensao profunda, permitindo que os profissionais nao apenas construam
modelos, mas também interpretem seus resultados de forma significativa.



Consolidacao e Proximos Passos

Chegamos ao fim da primeira parte da nossa jornada pelas Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem.
Vimos que essas equacoes sao a linguagem da mudanca, permitindo-nos modelar e prever o comportamento de
sistemas dinamicos em diversas areas. Comecamos com as equacodes separaveis, que nos ensinam a isolar
variaveis para integrar. Em seguida, dominamos as equacoes lineares de primeira ordem, utilizando o engenhoso
meétodo do fator integrante para simplificar sua resolucao. Exploramos como esses conceitos se aplicam em
problemas de misturas, circuitos elétricos, cinética quimica e até mesmo no calculo de juros compostos continuos,
demonstrando a versatilidade e a relevancia pratica das EDOs. Finalmente, discutimos a importancia de analisar as
solucodes, compreendendo seu comportamento assintético e o que elas revelam sobre o futuro dos sistemas.

® \Y4
Identificar o Tipo Separar Variaveis Fator Integrante
Sempre comece identificando o tipo  Para equacdes separaveis, isole as Para equacdes lineares, calcule o
da EDO (separavel ou linear) variaveis antes de integrar fator integrante e multiplique a EDO
05
Constante de Integracao Comportamento Assintoético
Use as condicoes iniciais para encontrar a solucao Interprete o comportamento de longo prazo do sistema
particular
Autoavaliacao
Equacao Separavel Fator Integrante Modelo de Mistura
Qual das seguintes equacodes Para resolver uma EDO linear da Em um modelo de mistura onde
diferenciais é um exemplo de forma dy/dz + P(z)y = Q(z), a taxa de entrada de sal € igual
EDO de primeira ordem qual é a expressao correta para a taxa de saida, o volume de
separavel? o fator integrante u(z)? liquido no tanque:
e a)dy/dr+y==x e a)pu(z)=[Pz)dx e a) Aumenta
e b)dy/de = zy e b) p(z) = eP® exponencialmente
o C)dy/dz =2?+y? o C)pz) = el P e b) Diminui linearmente
e d)dy/dz+y’ =z o d)p() = [Q(z)dx e ) Permanece constante

e d) Oscila periodicamente

. s S

Juros Compostos Comportamento Assintético

No contexto de juros compostos continuos, a Explique brevemente a importancia da analise do
formula P(t) = Pye™ é derivada de qual tipo de comportamento assintotico de uma solucao de EDO
EDO? em um contexto de engenharia ou financas.

e a) Linear ndo homogénea
e Db) Separavel
e ) Exata

e d) Bernoulli



Gabarito e Recursos

1. Resposta: b) 2. Resposta: c)

dy/dx = zy pode ser separada como dy/y = zdzx O fator integrante é p(z) = e/ P@)d
3. Resposta: c) 4. Resposta: b)

Quando entrada = saida, o volume permanece A EDO dP/dt = rP é separavel
constante

() Resposta 5: A andlise do comportamento assintético é crucial para prever o estado de longo prazo de um
sistema. Em engenharia, permite verificar se um sistema (ex: circuito, reator) atingira um estado de
equilibrio estavel e seguro. Em financas, ajuda a prever o valor futuro de um investimento ou a
estabilizacao de uma divida ao longo do tempo, auxiliando no planejamento e na tomada de decisdes
estratégicas.

Recursos Adicionais

-;

Livros-texto de Calculo Simuladores de Circuitos Online

Para aprofundar nos fundamentos tedricos e mais Para visualizar o comportamento de circuitos RC na
exemplos praticos de EDOs. pratica e experimentar com diferentes parametros.
R ool

Artigos de Periddicos Cursos Online de Modelagem

American Mathematical Monthly e outros para explorar Para praticar a formulacao de problemas do mundo real
aplicacdes mais avancadas e pesquisas recentes. em termos de EDOs.

Proxima Aula: Na Aula 19 - EDOs de Primeira Ordem — Parte 2, aprofundaremos em outros tipos de EDOs de
primeira ordem, como as equacdes exatas e as equacoes de Bernoulli, expandindo ainda mais seu arsenal de
ferramentas para resolver problemas dinamicos complexos.




Nota Importante e Encerramento

[J NOTAIMPORTANTE: As informacdes regulatorias/legais/técnicas desta aula estao atualizadas até 2025.
Consulte sempre fontes oficiais para verificar alteracoes.

O Que Aprendemos Préximos Passos

e Fundamentos das EDOs de primeira ordem e Praticar com mais exemplos

e Meétodos de resolucao para equacoes separaveis e Explorar equacdes exatas e de Bernoulli

e Técnica do fator integrante para equacoes lineares e Aplicar em projetos reais

e Aplicacdes praticas em diversas areas o Conectar com outras areas da matematica
e Andlise de comportamento assintoético o Desenvolver intuicao para modelagem

e Importancia da estabilidade em sistemas dinamicos

Preparar-se para EDOs de ordem superior

Reflexao Final

"As Equacoes Diferenciais Ordinarias sao mais do que ferramentas matematicas - elas sao a linguagem
que descreve como o mundo muda e evolui. Dominar essa linguagem é dominar a capacidade de prever e
influenciar o futuro."

Parabéns por completar esta jornada introdutoria pelas EDOs de primeira ordem! Vocé agora possui as ferramentas
fundamentais para modelar e resolver uma ampla variedade de problemas dinamicos. Continue praticando,
explorando e aplicando esses conceitos - a matematica ganha vida quando conectada ao mundo real.

Lembre-se: cada problema resolvido, cada aplicacao compreendida, cada comportamento assintético analisado é
um passo a mais na sua jornada para se tornar um especialista em sistemas dinamicos. O conhecimento das EDOs
abrira portas em engenharia, ciéncias, financas e muito mais.

Ate a proxima aula!



