Aula 17 - Vibracoes em Sistemas Continuos
(Parte 2)

Ola! Seja muito bem-vindo(a) a Aula 17 do nosso curso de Dinamica de Maquinas e Vibracdes. Se vocé chegou até
aqui, € porque ja compreende a importancia de entender como as coisas se movem e, mais importante, como elas
vibram. Na aula anterior, comecamos a explorar os sistemas continuos, que sao a base para entender estruturas
mais complexas do mundo real. Agora, vamos mergulhar em um dos elementos mais fundamentais da engenharia:
as vigas.

Imagine uma ponte, a asa de um aviao ou até mesmo o eixo de uma maquina industrial. Todas essas estruturas
sao, em sua esséncia, vigas. Elas sao projetadas para suportar cargas, mas também estao sujeitas a vibracoes.
Ignorar essas vibracdes pode levar a falhas catastréficas, ruido excessivo ou, no minimo, uma perda significativa
de desempenho. E por isso que compreender a vibracdo transversal em vigas nao é apenas um exercicio
académico, mas uma habilidade crucial para qualquer engenheiro ou técnico.

[)' Nesta aula, vocé sera capaz de:

e Compreender a equacao fundamental que descreve a vibracao de vigas (Euler-Bernoulli).

e Analisar como os diferentes tipos de apoios (condicdes de contorno) influenciam o comportamento
vibratério de uma viga.

e Calcular as frequéncias naturais para configuracées comuns de vigas, prevendo seus "pontos fracos"
vibracionais.

o Conectar esses conceitos tedricos com aplicacdes praticas na manutencao preditiva e na Industria
4.0.

Vamos construir sobre o que voceé ja sabe sobre vibracdes e expandir para o universo dos sistemas continuos.
Prepare-se para desvendar os segredos por tras do movimento de estruturas que nos cercam, desde o prédio
onde vocé esta até os componentes de um motor.



O Desafio das Estruturas Flexiveis: Por Que
Vigas Vibram?

Vocé ja parou para pensar por que algumas estruturas parecem "dancar" quando submetidas a certas forcas?
Pense em uma ponte balancando com o vento, um prédio tremendo durante um terremoto ou até mesmo um
simples trampolim quando alguém pula. Todas essas sao manifestacdes de vibracao em estruturas que, para fins
de analise, podem ser modeladas como vigas. A vibracao transversal, especificamente, refere-se ao movimento
perpendicular ao eixo longitudinal da viga, ou seja, 0 movimento de "cima para baixo" ou "lado a lado".

Seguranca Desempenho Ressonancia

Uma viga que vibra Vibracdes podem gerar ruido Em maquinas rotativas, eixos
excessivamente pode falhar por indesejado e comprometer a podem entrar em ressonancia,
fadiga, comprometendo a funcionalidade de equipamentos levando a danos severos

integridade estrutural

Imagine que vocé esta segurando uma régua plastica pela ponta e a faz vibrar. Dependendo de como vocé a
segura e do material, ela vibrara de maneiras diferentes e em velocidades distintas. Essa régua é um exemplo
perfeito de uma viga. O desafio é que, ao contrario de um sistema massa-mola simples, cada ponto da viga pode
se mover de forma diferente, e todos esses movimentos estao interligados. E um sistema com infinitos graus de
liberdade!

Essa complexidade exige uma abordagem matematica mais sofisticada, que nos permita prever o
comportamento vibratorio e, assim, evitar problemas antes que eles acontegcam. E aqui que a teoria se
encontra com a pratica, fornecendo as ferramentas para o diagndstico e a prevencao de falhas.




A Linguagem da Deformacao: Equacao de
Euler-Bernoulli

Para desvendar o comportamento vibratorio de uma viga, precisamos de uma "linguagem" matematica que
descreva como ela se deforma sob a acao de forcas. Essa linguagem é a Equacao de Euler-Bernoulli para Vigas.
Ela é a pedra angular para a analise de vibragcdes transversais em vigas esbeltas, ou seja, aquelas em que 0
comprimento é significativamente maior que a altura da secao transversal.

[0 A beleza da equacao de Euler-Bernoulli reside em sua capacidade de relacionar a rigidez da viga (sua
resisténcia a deformacao) com as forcas que atuam sobre ela e a inércia de seu movimento.

Ela assume algumas condicdes ideais, como pequenas deflexdes, material linear elastico e que a secao transversal
permanece plana e perpendicular ao eixo neutro durante a deformacao. Embora essas sejam simplificacoes, elas
sao extremamente eficazes para a maioria das aplicacdes de engenharia e fornecem uma base sélida para analises
mais avancadas.

Pense na equacao de Euler-Bernoulli como a "receita" para entender como uma viga se curva e vibra. Assim como
uma receita de bolo detalha os ingredientes e o processo para obter o resultado final, essa equacao nos mostra
como as propriedades do material (modulo de elasticidade, E), a geometria da secao transversal (momento de
inércia, 1), a massa por unidade de comprimento (pA) e o tempo (t) se combinam para determinar a deflexao (w) da
viga em cada ponto (x).

A forma geral da equacao é:
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Maodulo de Elasticidade do material (rigidez) Momento de Inércia da secao transversal

(resisténcia a flexao)

w(x,t) P

Deflexao transversal da viga em funcao da posicao Massa especifica do material
X e dotempo t

A q(x,t)

Area da secao transversal Carga transversal aplicada a viga

Essa equacao nos permite modelar o comportamento dindmico de uma viga, sendo o ponto de partida para
encontrar suas frequéncias naturais e modos de vibracao.



O Papel dos Apoios: Condicoes de Contorno
e Seus Segredos

Uma viga nunca esta "solta" no espaco; ela esta sempre conectada a algo em suas extremidades. A forma como
essas extremidades sao suportadas — as chamadas condicoes de contorno —tem um impacto gigantesco em como
a viga vibra. E como segurar uma mangueira de jardim: se vocé a segura firmemente com uma mao (engaste), ela

vibra de um jeito; se a apoia em um suporte (apoio simples), ela vibra de outro; e se a deixa solta (livre), o
comportamento é completamente diferente.

As condicoes de contorno definem as restricdes de movimento e rotacao nas extremidades da viga. Elas sao
cruciais porque afetam diretamente a solucao da equacao de Euler-Bernoulli, determinando as frequéncias
naturais e os modos de vibracao especificos para cada configuragao.

Sem definir as condicées de contorno, a equacao tem infinitas solucdes possiveis. Vamos explorar as condicées
mais comuns:

Viga Engastada
(Fixed/Clamped)

A extremidade é completamente
fixa, impedindo tanto o
deslocamento quanto a rotacao.
Pense em um braco de rob6 ou
uma viga embutida em uma
parede.

Condicoes: Deslocamento (w) =
0 e Inclinagéo (22) = 0.

Viga com Apoio Simples
(Pinned/Hinged)

A extremidade permite rotacao,
mas impede o deslocamento.
Imagine uma ponte apoiada em
pilares que permitem um leve
giro.

Condicoes: Deslocamento (w) =
0 e Momento Fletor (E12%) = 0.

Viga Livre (Free)

A extremidade nao tem
restricbes de movimento ou
rotacdo. E como a ponta de uma
régua solta no ar.

Condicoes: Momento Fletor (
EIZv) = 0 e Forga Cortante (
EI%¥) = 0.

A combinacao dessas condicdes nas duas extremidades da viga (por exemplo, engastada-livre, bi-apoiada,
engastada-engastada) cria diferentes cenarios de vibracao. Cada cenario tera seu préoprio conjunto de frequéncias
naturais, que sao as "assinaturas" vibracionais daquela viga especifica.



Desvendando as Frequéncias Naturais: A
"Voz" da Viga

Toda estrutura tem suas "frequéncias favoritas" para vibrar, assim como um copo de cristal tem uma frequéncia
especifica em que ressoa e pode até quebrar se exposto a essa frequéncia. Essas sao as frequéncias naturais da
viga. Elas sao intrinsecas a sua geometria, material €, como vimos, as suas condi¢cdes de contorno. Quando uma
forca externa atua sobre a viga com uma frequéncia préxima a uma de suas frequéncias naturais, ocorre o
fendmeno da ressonancia, que pode levar a amplitudes de vibracao perigosamente altas e, em casos extremos, a
falha estrutural.

1 ImportancianoProjeto 2 Prevencaode 3 Analise Matematica
No projeto de maquinas e Ressonancia Para encontrar as
estruturas, o objetivo Isso evita a ressonancia e frequéncias naturais,
principal € garantir que as garante a seguranca e a resolvemos a equacao de
frequéncias operacionais durabilidade do sistema Euler-Bernoulli sem carga
estejam distantes das externa e assumimos uma
frequéncias naturais da solucao harménica no tempo
estrutura

Para encontrar as frequéncias naturais de uma viga, resolvemos a equacao de Euler-Bernoulli sem a carga externa
(q(x,t) = 0) e assumimos uma solucao harménica no tempo. Isso nos leva a uma equacao diferencial ordinaria que,
quando combinada com as condicdes de contorno, resulta em uma equacao caracteristica. As raizes dessa
equacao caracteristica nos dao as frequéncias naturais da viga.

[ Cada frequéncia natural corresponde a um modo de vibracao especifico, que é o padrao de deformacao
da viga quando ela vibra naquela frequéncia. O primeiro modo (ou fundamental) é geralmente o mais facil
de excitar e tem a menor frequéncia natural. Os modos superiores tém frequéncias mais altas e padrdes
de deformacao mais complexos, com mais "nés" (pontos que nao se movem).

Conectar essa teoria a pratica é fundamental. Por exemplo, ha manutencao preditiva de equipamentos rotativos, a
analise de vibracdes busca identificar se as frequéncias de vibracao medidas correspondem as frequéncias
naturais dos componentes (eixos, carcacas, etc.). Se houver essa correspondéncia, € um sinal de alerta para um
possivel problema de ressonancia ou falha iminente.



Configuracoes Comuns e Suas Frequéencias:
Viga Engastada-Livre (Cantilever)

Agora que entendemos a teoria por tras da vibracao de vigas, vamos aplicar esse conhecimento a configuracoes
praticas. Uma das mais comuns e importantes é a viga engastada-livre, também conhecida como viga em
balanco ou cantilever. Pense em um trampolim, a asa de um aviao, ou até mesmo um braco robotico estendido —
todos sao exemplos de vigas cantilever.

Nessa configuracao, uma extremidade da viga € completamente fixa (engastada), impedindo qualquer
deslocamento ou rotacdo, enquanto a outra extremidade € livre para se mover e girar. Essa combinacao de
condicdes de contorno confere a viga cantilever um comportamento vibratério muito particular, com frequéncias
naturais e modos de vibracao distintos.
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Equacao Caracteristica Solucao Transcendental Frequéncias Naturais

Para uma viga cantilever, a equacao Essa equacao caracteristica é As frequéncias naturais sao dadas
caracteristica é derivada aplicando transcendental, o que significa que por uma formula especifica que
as condicdes de contorno a solucao  suas raizes precisam ser relaciona as propriedades da viga
geral da equacao de Euler-Bernoulli  encontradas numericamente ou por

meio de tabelas pré-calculadas

As frequéncias naturais para uma viga cantilever sao dadas por:

El
pAL*
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Onde g, sao os valores que satisfazem a equacao caracteristica cos(8L) cosh(8L) = —1. Os primeiros valores de 3, L
sao aproximadamente 1.875, 4.694, 7.855, e assim por diante.

Exemplo Pratico: Imagine o braco de um robd industrial que precisa posicionar uma peca com precisao. Se
esse braco (uma viga cantilever) vibrar excessivamente em sua frequéncia natural durante a operacao, a
precisao sera comprometida e a vida util do robd diminuira. Engenheiros utilizam esses calculos para garantir
que a frequéncia de operacao do robd esteja longe das frequéncias naturais do braco, ou para projetar
amortecedores que dissipem essa energia vibracional.




Configuracoes Comuns e Suas Frequéencias:
Viga Bi-Apoiada (Simplesmente Apoiada)

Continuando nossa jornada pelas configuracdes de vigas, a viga bi-apoiada, ou simplesmente apoiada, ¢é talvez a
mais fundamental e amplamente utilizada na engenharia estrutural. Pense em uma ponte simples, uma viga de piso
em um edificio, ou até mesmo uma prateleira que se apoia em dois suportes nas extremidades. Essa configuracao
é caracterizada por ter ambas as extremidades apoiadas de forma que permitem rotacao, mas impedem o
deslocamento vertical.

Essa condicao de apoio, onde o deslocamento € zero mas o momento fletor também é zero nas extremidades,
simplifica consideravelmente a equacao caracteristica em comparacao com a viga cantilever. Isso se traduz em
uma forma mais direta para calcular as frequéncias naturais e modos de vibracao.

Para uma viga bi-apoiada, as frequéncias naturais sao dadas por uma expressao mais simples:

ET
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Onde n =1,2,3,... representa o numero do modo de vibracao. O primeiro modo (n = 1) € o fundamental, o segundo
(n = 2) € o primeiro harmdnico, e assim por diante.

Exemplo Pratico: Considere uma passarela para pedestres. Ela é projetada para suportar o peso das pessoas,
mas também deve ser confortavel e segura. Se a frequéncia dos passos de uma multidao se aproximar de uma
das frequéncias naturais da passarela (especialmente o primeiro modo), a passarela pode comecar a vibrar
excessivamente, causando desconforto e até panico. O calculo das frequéncias naturais permite aos
engenheiros ajustar o projeto (material, dimensdes) para evitar essa ressonancia.

Comparativo: Viga Cantilever vs. Viga Bi-Apoiada

Caracteristica Viga Cantilever (Engastada- Viga Bi-Apoiada (Simplesmente
Livre) Apoiada)

Condicoes de Contorno Uma extremidade fixa Ambas as extremidades com
(deslocamento e rotacao zero), deslocamento zero, mas rotacao
outra livre permitida

Equacao Caracteristica cos(BL) cosh(BL) = —1 sin(BL) =0 = BL = nx (Mais
(transcendental) simples)

Rigidez Relativa Menor rigidez para 0 mesmo Maior rigidez para o mesmo
comprimento e secao comprimento e secao

Aplicacoes Tipicas Asas de aviao, bracos de robos, Pontes simples, vigas de piso,

balcdes embutidos prateleiras



A Vibracao na Industria 4.0: Manutencao
Preditiva com Analise de Vibracoes

Até agora, exploramos a teoria por tras da vibracao de vigas. Mas a historia nao termina aqui. Onde essa teoria se
encaixa no mundo real, especialmente na era da Industria 4.0? A resposta é: na manutencao preditiva e no
diagnostico de falhas. A analise de vibracdes é uma das ferramentas mais poderosas para monitorar a "saude" de
maquinas e estruturas, permitindo prever problemas antes que eles se tornem criticos.

Pense em uma maquina industrial complexa, como uma turbina ou um compressor. Ela possui eixos, carcacas, pas
— muitos componentes que podem ser modelados como vigas. Se um rolamento comeca a falhar, ou se hd um
desbalanceamento, a maquina comeca a vibrar de maneiras anormais. Ao monitorar essas vibracoes com
sensores, podemos detectar mudancas nas frequéncias e amplitudes que indicam um problema em
desenvolvimento.
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Desbalanceamento Desalinhamento Folgas

A vibracao ocorre na frequéncia de Vibracdes em frequéncias multiplas  Vibracdes nao-lineares, muitas

rotacao do componente. da frequéncia de rotacao. vezes com harmonicos e sub-
harmonicos.

&)

Problemas em rolamentos Trincas em eixos/vigas
Padrdes de vibracao especificos Mudancas nas frequéncias naturais
relacionados a geometria do do componente.

rolamento.

E como fazer um "check-up" constante na maquina, ouvindo sua "pulsacdo". Se a pulsa¢cdo muda, sabemos que
algo esta errado. Essa capacidade de prever falhas significa menos tempo de inatividade nao planejado, custos
de manutencao reduzidos e maior seguranca operacional. E um pilar fundamental da Manutencéo 4.0, onde
dados e inteligéncia artificial sdo usados para otimizar a operacao e a vida util dos ativos.




Modelagem e Simulacao: A Ponte para o
Mundo Digital

Compreender a equacao de Euler-Bernoulli e as condi¢cées de contorno € essencial, mas no dia a dia da
engenharia, raramente calculamos as frequéncias naturais de estruturas complexas "na mao". E aqui que a
modelagem e simulacao computacional entram em cena, atuando como uma ponte poderosa entre a teoria e a
aplicacao pratica. Softwares como Ansys, MATLAB/Simulink, Abaqus e SolidWorks Simulation sao ferramentas
padrao na industria para analisar o comportamento vibratorio de estruturas.

Esses softwares utilizam métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos (MEF), para dividir a estrutura
em pequenas partes (elementos) e resolver as equacdes de vibracao para cada uma delas, montando depois o
comportamento global. Isso permite analisar geometrias complexas, materiais ndo homogéneos e condicdes de
carga variadas que seriam impossiveis de resolver analiticamente.

62 O}

Criar modelos mais precisos Interpretar os resultados
Sabendo quais simplificacdes sao validas e quais Entendendo o significado fisico das frequéncias e
nao sao modos de vibracao

19 (2

Validar os modelos Diagnosticar problemas
Comparando resultados da simulacao com a teoria Identificando se um resultado inesperado é erro de
para casos simples modelagem ou comportamento real

No entanto, a capacidade de usar esses softwares de forma eficaz depende diretamente de uma soélida base
tedrica. Um engenheiro que entende a equacao de Euler-Bernoulli, as condi¢des de contorno e o conceito de
frequéncias naturais é capaz de usar essas ferramentas de forma inteligente.

Pense nisso como um simulador de voo para um piloto. O simulador permite praticar em cenarios complexos,
mas o piloto precisa primeiro entender a aerodindmica e os principios de voo para usar o simulador de forma
significativa. Da mesma forma, a teoria da vibracao € o seu "manual de voo" para navegar no mundo da
simulacdo computacional. Essa combinacao de conhecimento tedrico e habilidade pratica é o que torna um
profissional valioso no mercado de trabalho atual, especialmente com a crescente demanda por engenheiros
capazes de otimizar projetos e prever falhas em um ambiente cada vez mais digitalizado.




Consolidacao: O Caminho da Vibracao a
Inovacao

Chegamos ao final da nossa jornada pela vibracao transversal em vigas. Percorremos um caminho que comecou
com a compreensao do porqué as vigas vibram, mergulhamos na fundamental Equacao de Euler-Bernoulli,
exploramos a influéncia crucial das condi¢des de contorno e desvendamos o significado das frequéncias naturais
para diferentes configuracdes. Vimos como essa teoria, aparentemente complexa, € a base para aplicacdes
praticas vitais ha engenharia moderna, desde o projeto de estruturas seguras até a manutencao preditiva na
Industria 4.0, com o auxilio indispensavel da simulacao computacional.

Vocé agora possui as ferramentas conceituais para analisar o comportamento vibratorio de um dos elementos
estruturais mais comuns. Essa base € inestimavel, seja para aprofundar seus estudos, para se preparar para

desafios em concursos publicos ou para aplicar diretamente em sua carreira profissional.

Condicoes de Contorno

Sempre considere as condicdes de contorno ao
analisar a vibracao de uma viga, pois elas definem

seu "comportamento".

Analise de Vibracoes

A analise de vibracdes é uma ferramenta poderosa
para diagnosticar problemas em maquinas e
estruturas, um pilar da manutencao preditiva.

Frequéncias Naturais

As frequéncias naturais sao a "assinatura" da viga;
evite que as forcas externas operem nessas
frequéncias.

Simulacao Computacional

A teoria que vocé aprendeu aqui € a base para usar
softwares de simulacao de forma inteligente e
eficaz.



Autoavaliacao

Questoes de Multipla Escolha

1. Qual das seguintes afirmacoes sobre a Equacao de Euler-Bernoulli para vigas é correta?
o a) Ela considera a deformacao por cisalhamento e a inércia rotacional.
o b) E aplicavel apenas para vigas com grandes deflexdes.

o ) Elarelaciona a rigidez da viga com suas propriedades de massa e deformacao.
o d) Nao é influenciada pelas condicdes de contorno da viga.

2. Uma viga engastada-livre (cantilever) possui uma extremidade fixa e a outra livre. Qual das seguintes

condicoes de contorno se aplica a extremidade livre?
o a) Deslocamento e inclinacao sao zero.
o b) Deslocamento é zero e momento fletor é zero.
o ¢) Momento fletor e forca cortante sao zero.

o d) Apenas o deslocamento € zero.

3. Por que é crucial evitar que as frequéncias operacionais de uma maquina se aproximem das frequéncias
naturais de seus componentes?
o a) Para aumentar o consumo de energia da maquina.
o b) Para evitar o fendmeno de ressonancia, que pode causar danos severos.
o ¢) Para diminuir a vida util dos sensores de vibracgao.
o d) Para tornar a maquina mais ruidosa.
4. Na Industria 4.0, a analise de vibracoes é uma ferramenta essencial para:
o a) Apenas para o controle de qualidade na fabricacao de pecas.
o b) Aumentar o consumo de matéria-prima.
o ¢) A manutencao preditiva, diagnosticando falhas antes que ocorram.
)

o d) Substituir completamente a necessidade de engenheiros.

[0 Gabarito:1.c)|2.¢c)|3.b) | 4. c)

Questao Discursiva

Explique brevemente como o conhecimento da teoria de vibracoes em vigas (incluindo Euler-Bernoulli e
condicoes de contorno) é fundamental para a interpretacao e validacao de resultados obtidos por softwares de
simulacao computacional, como Ansys ou MATLAB/Simulink.

Préxima Aula Recursos Adicionais

Na Aula 18, vamos avancar para a "Dinamica de e Livros-texto: "Vibration Fundamentals" de Kelly,
Rotores e Velocidades Criticas", explorando como a "Theory of Vibration with Applications" de
vibracao afeta componentes rotativos e como Thomson & Dahleh

prever as velocidades em que eles podem se tornar o Tutoriais online: Canais no YouTube e

instaveis.

plataformas de cursos com demonstracdes de
Ansys ou MATLAB

e Normas ISO: ISO 10816 (para padrdes de
avaliacao de vibracao em maquinas)

NOTA IMPORTANTE: As informacdes técnicas desta aula estao atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes
oficiais e normas técnicas vigentes para verificar alteracdes e aplicacbes especificas.



