
Aula 17 3 Vibrações em Sistemas Contínuos 
(Parte 2)
Olá! Seja muito bem-vindo(a) à Aula 17 do nosso curso de Dinâmica de Máquinas e Vibrações. Se você chegou até 
aqui, é porque já compreende a importância de entender como as coisas se movem e, mais importante, como elas 
vibram. Na aula anterior, começamos a explorar os sistemas contínuos, que são a base para entender estruturas 
mais complexas do mundo real. Agora, vamos mergulhar em um dos elementos mais fundamentais da engenharia: 
as vigas.

Imagine uma ponte, a asa de um avião ou até mesmo o eixo de uma máquina industrial. Todas essas estruturas 
são, em sua essência, vigas. Elas são projetadas para suportar cargas, mas também estão sujeitas a vibrações. 
Ignorar essas vibrações pode levar a falhas catastróficas, ruído excessivo ou, no mínimo, uma perda significativa 
de desempenho. É por isso que compreender a vibração transversal em vigas não é apenas um exercício 
acadêmico, mas uma habilidade crucial para qualquer engenheiro ou técnico.

Nesta aula, você será capaz de:

Compreender a equação fundamental que descreve a vibração de vigas (Euler-Bernoulli).

Analisar como os diferentes tipos de apoios (condições de contorno) influenciam o comportamento 
vibratório de uma viga.

Calcular as frequências naturais para configurações comuns de vigas, prevendo seus "pontos fracos" 
vibracionais.

Conectar esses conceitos teóricos com aplicações práticas na manutenção preditiva e na Indústria 
4.0.

Vamos construir sobre o que você já sabe sobre vibrações e expandir para o universo dos sistemas contínuos. 
Prepare-se para desvendar os segredos por trás do movimento de estruturas que nos cercam, desde o prédio 
onde você está até os componentes de um motor.



O Desafio das Estruturas Flexíveis: Por Que 
Vigas Vibram?
Você já parou para pensar por que algumas estruturas parecem "dançar" quando submetidas a certas forças? 
Pense em uma ponte balançando com o vento, um prédio tremendo durante um terremoto ou até mesmo um 
simples trampolim quando alguém pula. Todas essas são manifestações de vibração em estruturas que, para fins 
de análise, podem ser modeladas como vigas. A vibração transversal, especificamente, refere-se ao movimento 
perpendicular ao eixo longitudinal da viga, ou seja, o movimento de "cima para baixo" ou "lado a lado".

Segurança
Uma viga que vibra 
excessivamente pode falhar por 
fadiga, comprometendo a 
integridade estrutural

Desempenho
Vibrações podem gerar ruído 
indesejado e comprometer a 
funcionalidade de equipamentos

Ressonância
Em máquinas rotativas, eixos 
podem entrar em ressonância, 
levando a danos severos

Imagine que você está segurando uma régua plástica pela ponta e a faz vibrar. Dependendo de como você a 
segura e do material, ela vibrará de maneiras diferentes e em velocidades distintas. Essa régua é um exemplo 
perfeito de uma viga. O desafio é que, ao contrário de um sistema massa-mola simples, cada ponto da viga pode 
se mover de forma diferente, e todos esses movimentos estão interligados. É um sistema com infinitos graus de 
liberdade!

Essa complexidade exige uma abordagem matemática mais sofisticada, que nos permita prever o 
comportamento vibratório e, assim, evitar problemas antes que eles aconteçam. É aqui que a teoria se 
encontra com a prática, fornecendo as ferramentas para o diagnóstico e a prevenção de falhas.



A Linguagem da Deformação: Equação de 
Euler-Bernoulli
Para desvendar o comportamento vibratório de uma viga, precisamos de uma "linguagem" matemática que 
descreva como ela se deforma sob a ação de forças. Essa linguagem é a Equação de Euler-Bernoulli para Vigas. 
Ela é a pedra angular para a análise de vibrações transversais em vigas esbeltas, ou seja, aquelas em que o 
comprimento é significativamente maior que a altura da seção transversal.

A beleza da equação de Euler-Bernoulli reside em sua capacidade de relacionar a rigidez da viga (sua 
resistência à deformação) com as forças que atuam sobre ela e a inércia de seu movimento.

Ela assume algumas condições ideais, como pequenas deflexões, material linear elástico e que a seção transversal 
permanece plana e perpendicular ao eixo neutro durante a deformação. Embora essas sejam simplificações, elas 
são extremamente eficazes para a maioria das aplicações de engenharia e fornecem uma base sólida para análises 
mais avançadas.

Pense na equação de Euler-Bernoulli como a "receita" para entender como uma viga se curva e vibra. Assim como 
uma receita de bolo detalha os ingredientes e o processo para obter o resultado final, essa equação nos mostra 
como as propriedades do material (módulo de elasticidade, E), a geometria da seção transversal (momento de 
inércia, I), a massa por unidade de comprimento (ÃA) e o tempo (t) se combinam para determinar a deflexão (w) da 
viga em cada ponto (x).

A forma geral da equação é:

EI  +
"x4

" w4

ÃA  =
"t2

" w2

q(x, t)

E
Módulo de Elasticidade do material (rigidez)

I
Momento de Inércia da seção transversal 
(resistência à flexão)

w(x,t)
Deflexão transversal da viga em função da posição 
x e do tempo t

Ã
Massa específica do material

A
Área da seção transversal

q(x,t)
Carga transversal aplicada à viga

Essa equação nos permite modelar o comportamento dinâmico de uma viga, sendo o ponto de partida para 
encontrar suas frequências naturais e modos de vibração.



O Papel dos Apoios: Condições de Contorno 
e Seus Segredos
Uma viga nunca está "solta" no espaço; ela está sempre conectada a algo em suas extremidades. A forma como 
essas extremidades são suportadas 3 as chamadas condições de contorno 3 tem um impacto gigantesco em como 
a viga vibra. É como segurar uma mangueira de jardim: se você a segura firmemente com uma mão (engaste), ela 
vibra de um jeito; se a apoia em um suporte (apoio simples), ela vibra de outro; e se a deixa solta (livre), o 
comportamento é completamente diferente.

As condições de contorno definem as restrições de movimento e rotação nas extremidades da viga. Elas são 
cruciais porque afetam diretamente a solução da equação de Euler-Bernoulli, determinando as frequências 
naturais e os modos de vibração específicos para cada configuração.

Sem definir as condições de contorno, a equação tem infinitas soluções possíveis. Vamos explorar as condições 
mais comuns:

Viga Engastada 
(Fixed/Clamped)
A extremidade é completamente 
fixa, impedindo tanto o 
deslocamento quanto a rotação. 
Pense em um braço de robô ou 
uma viga embutida em uma 
parede.

Condições: Deslocamento (w) = 
0 e Inclinação ( ) = 0. "x

"w

Viga com Apoio Simples 
(Pinned/Hinged)
A extremidade permite rotação, 
mas impede o deslocamento. 
Imagine uma ponte apoiada em 
pilares que permitem um leve 
giro.

Condições: Deslocamento (w) = 
0 e Momento Fletor ( ) = 0.EI  "x2

" w2

Viga Livre (Free)
A extremidade não tem 
restrições de movimento ou 
rotação. É como a ponta de uma 
régua solta no ar.

Condições: Momento Fletor (
) = 0 e Força Cortante (
) = 0.

EI  "x2
" w2

EI  "x3
" w3

A combinação dessas condições nas duas extremidades da viga (por exemplo, engastada-livre, bi-apoiada, 
engastada-engastada) cria diferentes cenários de vibração. Cada cenário terá seu próprio conjunto de frequências 
naturais, que são as "assinaturas" vibracionais daquela viga específica.



Desvendando as Frequências Naturais: A 
"Voz" da Viga
Toda estrutura tem suas "frequências favoritas" para vibrar, assim como um copo de cristal tem uma frequência 
específica em que ressoa e pode até quebrar se exposto a essa frequência. Essas são as frequências naturais da 
viga. Elas são intrínsecas à sua geometria, material e, como vimos, às suas condições de contorno. Quando uma 
força externa atua sobre a viga com uma frequência próxima a uma de suas frequências naturais, ocorre o 
fenômeno da ressonância, que pode levar a amplitudes de vibração perigosamente altas e, em casos extremos, à 
falha estrutural.

1 Importância no Projeto
No projeto de máquinas e 
estruturas, o objetivo 
principal é garantir que as 
frequências operacionais 
estejam distantes das 
frequências naturais da 
estrutura

2 Prevenção de 
Ressonância
Isso evita a ressonância e 
garante a segurança e a 
durabilidade do sistema

3 Análise Matemática
Para encontrar as 
frequências naturais, 
resolvemos a equação de 
Euler-Bernoulli sem carga 
externa e assumimos uma 
solução harmônica no tempo

Para encontrar as frequências naturais de uma viga, resolvemos a equação de Euler-Bernoulli sem a carga externa 
(q(x,t) = 0) e assumimos uma solução harmônica no tempo. Isso nos leva a uma equação diferencial ordinária que, 
quando combinada com as condições de contorno, resulta em uma equação característica. As raízes dessa 
equação característica nos dão as frequências naturais da viga.

Cada frequência natural corresponde a um modo de vibração específico, que é o padrão de deformação 
da viga quando ela vibra naquela frequência. O primeiro modo (ou fundamental) é geralmente o mais fácil 
de excitar e tem a menor frequência natural. Os modos superiores têm frequências mais altas e padrões 
de deformação mais complexos, com mais "nós" (pontos que não se movem).

Conectar essa teoria à prática é fundamental. Por exemplo, na manutenção preditiva de equipamentos rotativos, a 
análise de vibrações busca identificar se as frequências de vibração medidas correspondem às frequências 
naturais dos componentes (eixos, carcaças, etc.). Se houver essa correspondência, é um sinal de alerta para um 
possível problema de ressonância ou falha iminente.



Configurações Comuns e Suas Frequências: 
Viga Engastada-Livre (Cantilever)
Agora que entendemos a teoria por trás da vibração de vigas, vamos aplicar esse conhecimento a configurações 
práticas. Uma das mais comuns e importantes é a viga engastada-livre, também conhecida como viga em 
balanço ou cantilever. Pense em um trampolim, a asa de um avião, ou até mesmo um braço robótico estendido 3 
todos são exemplos de vigas cantilever.

Nessa configuração, uma extremidade da viga é completamente fixa (engastada), impedindo qualquer 
deslocamento ou rotação, enquanto a outra extremidade é livre para se mover e girar. Essa combinação de 
condições de contorno confere à viga cantilever um comportamento vibratório muito particular, com frequências 
naturais e modos de vibração distintos.

Equação Característica
Para uma viga cantilever, a equação 
característica é derivada aplicando 
as condições de contorno à solução 
geral da equação de Euler-Bernoulli

Solução Transcendental
Essa equação característica é 
transcendental, o que significa que 
suas raízes precisam ser 
encontradas numericamente ou por 
meio de tabelas pré-calculadas

Frequências Naturais
As frequências naturais são dadas 
por uma fórmula específica que 
relaciona as propriedades da viga

As frequências naturais para uma viga cantilever são dadas por:

Ë  =n ³   n
2

 

ÃAL4

EI

Onde  são os valores que satisfazem a equação característica . Os primeiros valores de  
são aproximadamente 1.875, 4.694, 7.855, e assim por diante.

³  n cos(³L) cosh(³L) = 21 ³  Ln

Exemplo Prático: Imagine o braço de um robô industrial que precisa posicionar uma peça com precisão. Se 
esse braço (uma viga cantilever) vibrar excessivamente em sua frequência natural durante a operação, a 
precisão será comprometida e a vida útil do robô diminuirá. Engenheiros utilizam esses cálculos para garantir 
que a frequência de operação do robô esteja longe das frequências naturais do braço, ou para projetar 
amortecedores que dissipem essa energia vibracional.



Configurações Comuns e Suas Frequências: 
Viga Bi-Apoiada (Simplesmente Apoiada)
Continuando nossa jornada pelas configurações de vigas, a viga bi-apoiada, ou simplesmente apoiada, é talvez a 
mais fundamental e amplamente utilizada na engenharia estrutural. Pense em uma ponte simples, uma viga de piso 
em um edifício, ou até mesmo uma prateleira que se apoia em dois suportes nas extremidades. Essa configuração 
é caracterizada por ter ambas as extremidades apoiadas de forma que permitem rotação, mas impedem o 
deslocamento vertical.

Essa condição de apoio, onde o deslocamento é zero mas o momento fletor também é zero nas extremidades, 
simplifica consideravelmente a equação característica em comparação com a viga cantilever. Isso se traduz em 
uma forma mais direta para calcular as frequências naturais e modos de vibração.

Para uma viga bi-apoiada, as frequências naturais são dadas por uma expressão mais simples:

Ë  =n n Ã  

2 2
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Onde  representa o número do modo de vibração. O primeiro modo ( ) é o fundamental, o segundo 
( ) é o primeiro harmônico, e assim por diante.

n = 1, 2, 3, & n = 1

n = 2

Exemplo Prático: Considere uma passarela para pedestres. Ela é projetada para suportar o peso das pessoas, 
mas também deve ser confortável e segura. Se a frequência dos passos de uma multidão se aproximar de uma 
das frequências naturais da passarela (especialmente o primeiro modo), a passarela pode começar a vibrar 
excessivamente, causando desconforto e até pânico. O cálculo das frequências naturais permite aos 
engenheiros ajustar o projeto (material, dimensões) para evitar essa ressonância.

Comparativo: Viga Cantilever vs. Viga Bi-Apoiada

Característica Viga Cantilever (Engastada-
Livre)

Viga Bi-Apoiada (Simplesmente 
Apoiada)

Condições de Contorno Uma extremidade fixa 
(deslocamento e rotação zero), 
outra livre

Ambas as extremidades com 
deslocamento zero, mas rotação 
permitida

Equação Característica  
(transcendental)
cos(³L) cosh(³L) = 21  (mais 

simples)
sin(³L) = 0 ÿ ³L = nÃ

Rigidez Relativa Menor rigidez para o mesmo 
comprimento e seção

Maior rigidez para o mesmo 
comprimento e seção

Aplicações Típicas Asas de avião, braços de robôs, 
balcões embutidos

Pontes simples, vigas de piso, 
prateleiras



A Vibração na Indústria 4.0: Manutenção 
Preditiva com Análise de Vibrações
Até agora, exploramos a teoria por trás da vibração de vigas. Mas a história não termina aqui. Onde essa teoria se 
encaixa no mundo real, especialmente na era da Indústria 4.0? A resposta é: na manutenção preditiva e no 
diagnóstico de falhas. A análise de vibrações é uma das ferramentas mais poderosas para monitorar a "saúde" de 
máquinas e estruturas, permitindo prever problemas antes que eles se tornem críticos.

Pense em uma máquina industrial complexa, como uma turbina ou um compressor. Ela possui eixos, carcaças, pás 
3 muitos componentes que podem ser modelados como vigas. Se um rolamento começa a falhar, ou se há um 
desbalanceamento, a máquina começa a vibrar de maneiras anormais. Ao monitorar essas vibrações com 
sensores, podemos detectar mudanças nas frequências e amplitudes que indicam um problema em 
desenvolvimento.

Desbalanceamento
A vibração ocorre na frequência de 
rotação do componente.

Desalinhamento
Vibrações em frequências múltiplas 
da frequência de rotação.

Folgas
Vibrações não-lineares, muitas 
vezes com harmônicos e sub-
harmônicos.

Problemas em rolamentos
Padrões de vibração específicos 
relacionados à geometria do 
rolamento.

Trincas em eixos/vigas
Mudanças nas frequências naturais 
do componente.

É como fazer um "check-up" constante na máquina, ouvindo sua "pulsação". Se a pulsação muda, sabemos que 
algo está errado. Essa capacidade de prever falhas significa menos tempo de inatividade não planejado, custos 
de manutenção reduzidos e maior segurança operacional. É um pilar fundamental da Manutenção 4.0, onde 
dados e inteligência artificial são usados para otimizar a operação e a vida útil dos ativos.



Modelagem e Simulação: A Ponte para o 
Mundo Digital
Compreender a equação de Euler-Bernoulli e as condições de contorno é essencial, mas no dia a dia da 
engenharia, raramente calculamos as frequências naturais de estruturas complexas "na mão". É aqui que a 
modelagem e simulação computacional entram em cena, atuando como uma ponte poderosa entre a teoria e a 
aplicação prática. Softwares como Ansys, MATLAB/Simulink, Abaqus e SolidWorks Simulation são ferramentas 
padrão na indústria para analisar o comportamento vibratório de estruturas.

Esses softwares utilizam métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos (MEF), para dividir a estrutura 
em pequenas partes (elementos) e resolver as equações de vibração para cada uma delas, montando depois o 
comportamento global. Isso permite analisar geometrias complexas, materiais não homogêneos e condições de 
carga variadas que seriam impossíveis de resolver analiticamente.

Criar modelos mais precisos
Sabendo quais simplificações são válidas e quais 
não são

Interpretar os resultados
Entendendo o significado físico das frequências e 
modos de vibração

Validar os modelos
Comparando resultados da simulação com a teoria 
para casos simples

Diagnosticar problemas
Identificando se um resultado inesperado é erro de 
modelagem ou comportamento real

No entanto, a capacidade de usar esses softwares de forma eficaz depende diretamente de uma sólida base 
teórica. Um engenheiro que entende a equação de Euler-Bernoulli, as condições de contorno e o conceito de 
frequências naturais é capaz de usar essas ferramentas de forma inteligente.

Pense nisso como um simulador de voo para um piloto. O simulador permite praticar em cenários complexos, 
mas o piloto precisa primeiro entender a aerodinâmica e os princípios de voo para usar o simulador de forma 
significativa. Da mesma forma, a teoria da vibração é o seu "manual de voo" para navegar no mundo da 
simulação computacional. Essa combinação de conhecimento teórico e habilidade prática é o que torna um 
profissional valioso no mercado de trabalho atual, especialmente com a crescente demanda por engenheiros 
capazes de otimizar projetos e prever falhas em um ambiente cada vez mais digitalizado.



Consolidação: O Caminho da Vibração à 
Inovação
Chegamos ao final da nossa jornada pela vibração transversal em vigas. Percorremos um caminho que começou 
com a compreensão do porquê as vigas vibram, mergulhamos na fundamental Equação de Euler-Bernoulli, 
exploramos a influência crucial das condições de contorno e desvendamos o significado das frequências naturais 
para diferentes configurações. Vimos como essa teoria, aparentemente complexa, é a base para aplicações 
práticas vitais na engenharia moderna, desde o projeto de estruturas seguras até a manutenção preditiva na 
Indústria 4.0, com o auxílio indispensável da simulação computacional.

Você agora possui as ferramentas conceituais para analisar o comportamento vibratório de um dos elementos 
estruturais mais comuns. Essa base é inestimável, seja para aprofundar seus estudos, para se preparar para 
desafios em concursos públicos ou para aplicar diretamente em sua carreira profissional.

Condições de Contorno
Sempre considere as condições de contorno ao 
analisar a vibração de uma viga, pois elas definem 
seu "comportamento".

Frequências Naturais
As frequências naturais são a "assinatura" da viga; 
evite que as forças externas operem nessas 
frequências.

Análise de Vibrações
A análise de vibrações é uma ferramenta poderosa 
para diagnosticar problemas em máquinas e 
estruturas, um pilar da manutenção preditiva.

Simulação Computacional
A teoria que você aprendeu aqui é a base para usar 
softwares de simulação de forma inteligente e 
eficaz.



Autoavaliação
Questões de Múltipla Escolha

Qual das seguintes afirmações sobre a Equação de Euler-Bernoulli para vigas é correta?1.

a) Ela considera a deformação por cisalhamento e a inércia rotacional.

b) É aplicável apenas para vigas com grandes deflexões.

c) Ela relaciona a rigidez da viga com suas propriedades de massa e deformação.

d) Não é influenciada pelas condições de contorno da viga.

Uma viga engastada-livre (cantilever) possui uma extremidade fixa e a outra livre. Qual das seguintes 
condições de contorno se aplica à extremidade livre?

2.

a) Deslocamento e inclinação são zero.

b) Deslocamento é zero e momento fletor é zero.

c) Momento fletor e força cortante são zero.

d) Apenas o deslocamento é zero.

Por que é crucial evitar que as frequências operacionais de uma máquina se aproximem das frequências 
naturais de seus componentes?

3.

a) Para aumentar o consumo de energia da máquina.

b) Para evitar o fenômeno de ressonância, que pode causar danos severos.

c) Para diminuir a vida útil dos sensores de vibração.

d) Para tornar a máquina mais ruidosa.

Na Indústria 4.0, a análise de vibrações é uma ferramenta essencial para:4.

a) Apenas para o controle de qualidade na fabricação de peças.

b) Aumentar o consumo de matéria-prima.

c) A manutenção preditiva, diagnosticando falhas antes que ocorram.

d) Substituir completamente a necessidade de engenheiros.

Gabarito: 1. c) | 2. c) | 3. b) | 4. c)

Questão Discursiva

Explique brevemente como o conhecimento da teoria de vibrações em vigas (incluindo Euler-Bernoulli e 
condições de contorno) é fundamental para a interpretação e validação de resultados obtidos por softwares de 
simulação computacional, como Ansys ou MATLAB/Simulink.

Próxima Aula
Na Aula 18, vamos avançar para a "Dinâmica de 
Rotores e Velocidades Críticas", explorando como a 
vibração afeta componentes rotativos e como 
prever as velocidades em que eles podem se tornar 
instáveis.

Recursos Adicionais
Livros-texto: "Vibration Fundamentals" de Kelly, 
"Theory of Vibration with Applications" de 
Thomson & Dahleh

Tutoriais online: Canais no YouTube e 
plataformas de cursos com demonstrações de 
Ansys ou MATLAB

Normas ISO: ISO 10816 (para padrões de 
avaliação de vibração em máquinas)

NOTA IMPORTANTE: As informações técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte sempre fontes 
oficiais e normas técnicas vigentes para verificar alterações e aplicações específicas.


