Aula 13 - Modelagem de Misturas e
Compartimentos

Desvendando o Fluxo da Vida: Modelagem de Misturas e Compartimentos

Vocé ja parou para pensar como um medicamento que vocé toma se distribui pelo seu corpo? Ou como a
concentracao de um poluente em um lago muda ao longo do tempo? Essas perguntas, que parecem complexas,
podem ser respondidas com uma ferramenta poderosa da matematica: a modelagem de misturas e
compartimentos. Esta aula € o seu portal para entender como a matematica pode descrever e prever fenédmenos
dindmicos em sistemas onde substancias se misturam e se movem.

Nesta jornada, vamos além das formulas e mergulharemos na légica por tras da construcao de modelos que
representam situacoes reais. Nosso objetivo € que, ao final desta aula, vocé seja capaz de formular modelos
matematicos para sistemas de misturas e compartimentos, resolver as equacodes diferenciais ordinarias (EDOs) de
primeira ordem resultantes e aplicar esses conhecimentos em cenarios praticos, como na engenharia quimica e na
farmacocinética. Prepare-se para conectar a teoria com o mundo ao seu redor, transformando problemas
complexos em desafios matematicos solucionaveis.

A relevancia pratica desses modelos € imensa. Eles sao a espinha dorsal de diversas areas, desde o design de
reatores quimicos e a otimizacao de processos industriais até o desenvolvimento de novos medicamentos e a
compreensao de como substancias se comportam no meio ambiente. Para vocé, estudante universitario, esta aula
complementa sua formacao e abre portas para um raciocinio analitico valioso. Para os candidatos a concursos, é
uma oportunidade de solidificar conhecimentos essenciais que frequentemente aparecem em avaliacées que
exigem raciocinio logico e matematico aplicado.

Ao longo desta aula, exploraremos a formulacao de modelos de tanques e misturas, baseados em taxas de entrada
e saida, e veremos como as EDOs lineares de primeira ordem surgem naturalmente nesse contexto. Em seguida,
aplicaremos esses conceitos em areas fascinantes como a engenharia quimica e a farmacocinética, desvendando
como os farmacos sao absorvidos e eliminados pelo corpo. Para aproveitar ao maximo, é util ter uma base solida
em calculo diferencial e integral, especialmente na resolucao de EDOs de primeira ordem. Se vocé ja se aventurou
por esses topicos, sentird que esta aula é uma extensao natural e empolgante do que ja conhece.



O Cenario da Modelagem de Misturas: Por
Que Isso Importa?

Imagine que vocé esta preparando um suco concentrado e adiciona agua gradualmente. A concentracao do suco
muda, certo? Ou pense em um lago que recebe esgoto de uma cidade e, a0 mesmo tempo, tem um rio que o
alimenta com agua limpa e outro que drena o excesso. Como a concentracao de poluentes nesse lago evolui?
Essas sao situacdes cotidianas que, a primeira vista, parecem simples, mas escondem uma dindmica complexa de
fluxos e transformacoes.

[ A modelagem de misturas e compartimentos é a arte de traduzir essas dinamicas do mundo real para a
linguagem da matematica. Ela nos permite prever o comportamento de sistemas onde uma substancia
(ou varias) se mistura e se move dentro de um ou mais "compartimentos" — que podem ser tanques,
orgaos do corpo, ou até mesmo ecossistemas.

O cerne dessa abordagem é entender como a quantidade de uma substancia em um determinado local muda ao
longo do tempo, considerando o que entra e o que sai.

Para entender a esséncia, pense ha sua conta bancaria. O saldo muda com o tempo, certo? Essa mudanca é o
resultado do dinheiro que entra (depdsitos, salario) e do dinheiro que sai (saques, pagamentos). Da mesma forma,
a quantidade de sal em um tanque de agua salgada, ou a quantidade de um medicamento na sua corrente
sanguinea, muda em funcao do que é adicionado e do que é removido. E essa ideia fundamental de "balanco" que
impulsiona toda a modelagem de misturas.

Engenharia Medicina Meio Ambiente
Projetar reatores quimicos e Entender absorcao, distribuicao, Rastrear dispersao de poluentes
sistemas de tratamento de agua metabolismo e eliminacao de em ecossistemas

medicamentos

Essa abordagem se tornou indispensavel em diversas areas. Na engenharia, ela ajuda a projetar reatores quimicos
e sistemas de tratamento de agua. Na medicina, é crucial para entender como 0s medicamentos sao absorvidos,
distribuidos, metabolizados e eliminados pelo corpo, permitindo dosagens mais eficazes e seguras. Até mesmo em
estudos ambientais, ela € usada para rastrear a dispersao de poluentes. Compreender essa ferramenta €, portanto,
abrir uma nova lente para observar e intervir no mundo.



Os Pilares da Modelagem: Taxas e Balancos

A base de qualquer modelo de mistura ou compartimento reside em um principio fundamental da fisica e da
guimica: a conservacao da massa (ou de qualquer outra quantidade, como energia ou numero de particulas). Em
termos simples, a taxa de variagcao da quantidade de uma substancia dentro de um compartimento € igual a taxa
com que essa substancia entra no compartimento, menos a taxa com que ela sai. Este € o conceito de balan¢o de
massa.

Vamos formalizar isso. Se Q(t) representa a quantidade de uma substancia em um compartimento no tempo ¢,

entao a taxa de variagao de @Q em relagcao ao tempo é dada por d@/dt. Seguindo o principio do balang¢o, podemos
escrever:

% — Taxa de Entrada — Taxa de Saida

Essa equacao diferencial € o ponto de partida para a maioria dos modelos de misturas. A "Taxa de Entrada"
geralmente é o produto da concentracao da substancia que entra pela vazao de entrada. Da mesma forma, a
"Taxa de Saida" é o produto da concentracao da substancia que sai pela vazao de saida.

A grande sacada aqui é que a concentracao de saida é, muitas vezes, a propria concentracao da substancia dentro
do compartimento, assumindo uma mistura homogénea.

Analogia Bancaria Aplicacao Pratica

Se S(t) é o seu saldo, dS/dt é a taxa de mudanga do Se vocé souber quanto entra e quanto sai por unidade
seu saldo. Os depdsitos representam a taxa de entrada de tempo, pode prever seu saldo futuro. A beleza da
de dinheiro, e 0s saques representam a taxa de saida. modelagem € que ela nos permite ir além da intuicao e

quantificar essas mudancas com precisao matematica.

Essa formulacao simples, mas poderosa, nos permite construir modelos para uma vasta gama de fendmenos. Seja
a diluicao de um produto quimico em um tanque industrial ou a eliminacao de um farmaco do corpo humano, a
l6gica subjacente permanece a mesma: rastrear a quantidade de interesse através de suas taxas de fluxo. E a
partir dessa fundacao que construiremos nossos primeiros modelos concretos.



Construindo o Primeiro Modelo: O Tanque
Simples

Agora que entendemos o principio do balanco, vamos aplica-lo ao cenario mais classico da modelagem de
misturas: um tanque. Imagine um grande tanque contendo um volume V de liquido, onde uma substancia (por
exemplo, sal) esta dissolvida. Uma solucao com uma certa concentracao de sal entra no tanque a uma taxa de
Vazao r.,, € a mistura homogénea sai do tanque a uma taxa de vazao ry;. Nosso objetivo é determinar como a
quantidade de sal no tanque, Q(t), e sua concentracao, C(t), mudam ao longo do tempo.

[ Simplificacao Inicial: Para comecar, vamos assumir um caso ideal onde o volume do liquido no tanque
permanece constante. Isso significa que a vazao de entrada é igual a vazao de saida (rent = 7s0i = 7).

A concentracao da substancia que entra é C.,;. A concentragao da substancia no tanque, C(t), € dada por Q(t)/V.
Como a mistura € homogénea, a concentragdo da substancia que sai € a mesma que a concentra¢cado no tanque, ou
seja, C(t).

Aplicando o principio do balanco de massa:

@ — Taxa de Entrada de Sal — Taxa de Saida de Sal

dt
01 02 03
Taxa de Entrada Taxa de Saida EDO Resultante
Produto da concentracao de entrada Produto da concentracao de saida Substituindo na equacao do balanco:
pela vazao de entrada: Cept - 7 pela vazao de saida: C(t) - r = @ . % = Cent " T — % ‘7

Esta € uma Equacao Diferencial Ordinaria linear de primeira ordem. Ela nos diz que a taxa de mudanca da
quantidade de sal depende da quantidade de sal que entra e da quantidade de sal que ja esta no tanque. Este
modelo simples € a base para entender sistemas mais complexos e € um excelente ponto de partida para a
aplicacao pratica.

Exemplo Pratico Integrado

Considere um tanque de 100 litros de agua pura. Uma solucao de sal com concentracao de 0,5 kg/L comeca a
ser bombeada para o tanque a uma taxa de 2 L/min. A mistura homogénea € bombeada para fora do tanque na
mesma taxa de 2 L/min. Qual sera a quantidade de sal no tanque em um determinado tempo t? Usando a EDO
que acabamos de derivar, com V = 100, C,,; = 0.5, r = 2, € Q(0) = 0 (dgua pura), podemos resolver para Q(t).




Desvendando a EDO: Solucao e
Comportamento

A equacao que derivamos para o tanque simples, % =Cop 17— %ﬁ -r, @ uma EDO linear de primeira ordem. Para
resolvé-la, podemos rearranja-la para a forma padrao y' + p(t)y = g(t), onde y = Q(t):

Q

=+ () Q) = Cung -

v
Esta € uma EDO nao homogénea, e pode ser resolvida usando o método do fator integrante. O fator integrante é
el /)t — ¢(r/V)t Multiplicando toda a equacéo por este fator, transformamos o lado esquerdo na derivada de um
produto, facilitando a integracao.

N\ - \/
Solucao Geral Condicoes Iniciais Solucao Particular
Q(t) = Copy - V+ K -e /V) Se Q(0)=0,entdo K = —C,p, - V Q(t) = Cops - V(1 — e~ /M)t

Apds a integracao e algumas manipulagdes algebricas, a solu¢ao geral para Q(t) assume a forma:
Q(t) =Copy - V+ K - /V)t

Onde K é uma constante de integracao determinada pelas condicdes iniciais do problema. Por exemplo, se o
tanque inicialmente continha agua pura (sem sal), entdo Q(0) = 0. Substituindo ¢ = 0 na solugao, obtemos
0=Ceut-V+K,oqueimplica K= —Cepnt- V.

Essa solucao nos revela muito sobre o comportamento do sistema.

O termo C,,; - V representa a quantidade de sal no estado de () Comportamento Exponencial: A
equilibrio, ou seja, a quantidade de sal que o tanque conteria se mudanca € mais rapida no inicio e
estivesse completamente cheio com a concentragao da solucao desacelera a medida que se

de entrada. O termo exponencial e-/V)* mostra que a quantidade aproxima do equilibrio.

de sal se aproxima desse valor de equilibrio de forma exponencial.

Imagine que vocé esta enchendo uma banheira com agua quente, mas a torneira de agua fria esta ligeiramente
aberta. A temperatura da agua na banheira vai subir rapidamente no inicio, mas a medida que a agua quente
continua a entrar e a agua fria a sair, a taxa de aumento da temperatura diminui até que a temperatura se estabilize
em um valor de equilibrio. Este € um comportamento exponencial similar, onde a "mistura" de temperaturas se
aproxima de um valor final.



Variacoes do Tanque Simples: Volume
Variavel e Multiplas Entradas

O modelo do tanque simples com volume constante € um excelente ponto de partida, mas a realidade raramente é
tdo conveniente. E se o volume do liquido no tanque nao for constante? Ou se houver multiplas fontes de entrada,
cada uma com sua propria concentracao e vazao? A beleza da modelagem matematica € sua flexibilidade para se
adaptar a essas complexidades.

Volume Variavel

Quando o volume do tanque, V(t), varia com o tempo, a vazao de entrada (r.,;) € a vazao de saida (r,,;) ndo sao
necessariamente iguais. A taxa de variacao do volume é simplesmente a diferenca entre a vazao de entrada e a
vazao de saida:

av

= Tent — Tsai
dt

A EDO para a quantidade de sal, Q(t), ainda segue o principio do balango de massa:

dQ
E = Cent * Tent — Cisai (t) * T'sai

A diferencga crucial € que a concentragao de saida, C,,;(t), agora € Q(t)/V (¢t), onde V(t) ndo é uma constante. Isso
torna a EDO um pouco mais complexa, pois V (t) precisa ser determinado primeiro (resolvendo a EDO para o

volume) e depois substituido na EDO para Q(t).

Exemplo Pratico Integrado

Imagine um tanque de 500 litros inicialmente cheio de dgua pura. Uma solucao de sal com concentracao de 0,2
kg/L entra a 10 L/min, e a mistura sai a 8 L/min. Aqui, o volume do tanque esta aumentando. Primeiro,
determinamos V (t) = 500 + (10 — 8)¢t = 500 + 2¢t. Em seguida, substituimos V(t) na EDO para Q(t):

% =0.2-10 — %%t - 8. Esta é uma EDO que pode ser resolvida, embora exija um pouco mais de manipulacao.

Multiplas Entradas

E se tivermos multiplas entradas? Por exemplo, um lago que recebe agua de dois rios diferentes, cada um com sua
propria concentracao de poluente e vazao. Neste caso, a taxa de entrada total € a soma das taxas de entrada de
cada fonte. Se tivermos n entradas, cada uma com vazao r; € concentracao C;:

Taxa de Entrada Total = Z C;-r;

=1

Essa flexibilidade demonstra o poder da modelagem de compartimentos. Ao entender as regras basicas de
balanco e as propriedades das EDOs, podemos construir modelos que representam com precisao uma vasta gama
de cenarios do mundo real, desde a diluicao de produtos quimicos até a gestao de recursos hidricos.



Aplicacao 1: Engenharia Quimica - Reatores
e Processos

A modelagem de misturas e compartimentos encontra um de seus campos de aplicacao mais férteis na engenharia
quimica, especialmente no projeto e na analise de reatores. Um tipo comum de reator é o Reator Tanque Agitado
Continuo (CSTR), que é, em esséncia, 0 nosso "tanque simples" em um contexto industrial. Nesses reatores, 0s
reagentes sao continuamente alimentados, misturados e os produtos sao continuamente removidos. A premissa de
mistura homogénea é fundamental aqui.

g Reacao Quimica @ Modelagem Preditiva 8@ Aplicacao
Em um CSTR, uma reagao A modelagem nos permite Farmaceéutica
quimica ocorre enquanto os prever a concentracao de Se estamos produzindo um
reagentes sao misturados. A um reagente ou produto no medicamento, precisamos
concentracao dos reagentes efluente (saida) do reator, garantir que a concentracao
e produtos dentro do reator crucial para otimizar a do principio ativo esteja
€ considerada uniforme em producao e garantir a dentro de uma faixa
todo o volume. seguranca. especifica.

A EDO para a concentracao de um reagente em um CSTR com volume constante, onde uma reacao de primeira
ordem (taxa de consumo proporcional a concentracao) esta ocorrendo, seria:

dC r
E - V(Cent - C) - kC

Onde C é a concentracao do reagente no reator, r € a vazao, V é o volume do reator, C.,;: € a concentracao do
reagente na entrada, e k € a constante de taxa da reacao. O termo —kC representa a taxa de consumo do reagente
devido a reacao quimica. Este é um exemplo perfeito de como o principio do balanco de massa pode ser estendido

para incluir termos de "geracao" ou "consumo" da substancia dentro do compartimento.

[ Aplicacoes Praticas: A aplicacdo desses modelos vai além da simples previsdo. Engenheiros quimicos
utilizam essas EDOs para dimensionar reatores, otimizar condi¢cdes de operacao e analisar a seguranca
dos processos.

Dimensionar Reatores Otimizar Operacao Analisar Seguranca
Determinar o volume ideal de Encontrar as vazoes e Prever o acumulo de

um reator para atingir uma concentracoes de entrada que substancias perigosas ou a
determinada conversao maximizam a producao ou dissipacao de calor

minimizam o custo

Essa capacidade de prever o comportamento de sistemas complexos € o que torna a modelagem matematica uma
ferramenta indispensavel na engenharia moderna, conectando diretamente a teoria das EDOs com o chao de
fabrica e os laboratorios de pesquisa.



Aplicacao 2: Farmacocinética - O Corpo
como Compartimento

Saindo do ambiente industrial e entrando no corpo humano, a modelagem de compartimentos se revela igualmente
poderosa na farmacocinética. Esta area da farmacologia estuda como o corpo lida com os medicamentos, desde o
momento em que sao administrados até sua completa eliminacao. O corpo humano, com sua complexidade
bioldgica, pode ser simplificado e visto como uma série de "compartimentos" interconectados.

Conceito Central Aplicacao Pratica

A ideia central é que o corpo (ou partes dele) funciona Embora seja uma simplificacao, este modelo é

como um ou mais tanques onde o medicamento se surpreendentemente eficaz para muitos

distribui e é processado. O modelo mais simples € o de medicamentos, especialmente para entender a fase de
um unico compartimento, onde se assume que o eliminacao.

medicamento se distribui instantaneamente e de forma
homogénea por todo o volume de distribuicao.

Imagine que vocé toma um analgésico. Ele € absorvido, entra na corrente sanguinea e comeca a ser eliminado pelo
figado e pelos rins. Podemos pensar na corrente sanguinea como um tanque onde o medicamento entra
(absorcao) e sai (eliminacao). A taxa de eliminacao de muitos medicamentos € proporcional a sua concentracao no
sangue, um processo conhecido como cinética de primeira ordem.

A EDO para a concentragao de um farmaco, C(t), no modelo de um unico compartimento com eliminagao de
primeira ordem é:

E = —Taxa de Eliminacao
dt

dC

— = —k,C(t

yr (t)

Onde k. é a constante de taxa de eliminacao. Esta € uma EDO linear homogénea de primeira ordem, cuja solucao &
uma funcao exponencial decrescente:

C(t) = Coe_ket

onde Cy € a concentracao inicial do farmaco no compartimento.

01 02 03

Meia-vida Dosagem Ideal Personalizacao

Essa equacao nos permite prever Determinar a frequéncia e a Transformar a intuicao médica em
quanto tempo leva para a dosagem ideais para um tratamento  previsoes precisas e personalizadas

concentracao de um medicamento
cair pela metade

Essa simplificacdo do corpo em compartimentos € uma metafora poderosa. Assim como um tanque de mistura, o
corpo recebe uma "entrada" (o medicamento) e tem uma "saida" (a eliminacao). A modelagem nos permite
quantificar esses processos, transformando a intuicao médica em previsdes precisas e personalizadas.



Modelando a Absorcao e Eliminacao de
Farmacos

Aprofundando na farmacocinética, a modelagem de compartimentos nao se limita apenas a eliminacao. Podemos
incorporar também a fase de absorcao do farmaco. Quando um medicamento é administrado por via oral, por
exemplo, ele ndo entra instantaneamente na corrente sanguinea; ele € absorvido gradualmente do trato
gastrointestinal. Podemos modelar isso como um processo de entrada no compartimento sanguineo.

s = )

Compartimento de Transferéncia Compartimento Central
Absorcao Taxa de absorcao proporcional a O sangue como o

O trato gastrointestinal (TGI) pode quantidade de farmaco no TGl "compartimento central" onde
ser visto como um ocorre a eliminacao

"compartimento de absorcao"

Consideremos um modelo de um compartimento para um farmaco administrado oralmente. O trato gastrointestinal
(TGI) pode ser visto como um "compartimento de absorcao" e o sangue como o "compartimento central". A taxa
de absorcao do TGl para o sangue é geralmente modelada como sendo proporcional a quantidade de farmaco no
TGI. A taxa de eliminacao do sangue €, como vimos, proporcional a concentracao no sangue.

A EDO para a quantidade de farmaco no compartimento central (sangue), Q.(t), seria:

dQ.

el Taxa de Absorcao — Taxa de Eliminacao

Se Qrg(t) € a quantidade de farmaco no TGl e k, € a constante de taxa de absorgao, e k. € a constante de taxa de
eliminacao do compartimento central, entao:

dQ.
dt

— kaQTGI(t) - kch(t)

Exemplo Pratico Integrado: Infusao Intravenosa

Pense em uma infusao intravenosa continua de um medicamento. Neste caso, a taxa de entrada é constante (a
taxa de infusdo, Ry), e a taxa de saida é a eliminagdo. A EDO seria: & = & — .C(t) Onde V é o volume de
distribuicao. A solucao para esta EDO mostra que a concentracao do farmaco no sangue aumenta até atingir um
estado de equilibrio (steady-state), onde a taxa de infusao é igual a taxa de eliminacao.

Para resolver isso, precisariamos de uma segunda EDO para Qrc1(t), que descreveria a diminuicao do farmaco no
TGl devido a absorcao. Este € um exemplo de um sistema de EDOs, que abordaremos em breve. No entanto,
mesmo com um unico compartimento, podemos analisar cenarios importantes.

Prever Picos Duracao do Efeito Ajustar Dosagens
Saber quando o medicamento Estimar por quanto tempo o Personalizar a dose e a
atingira sua concentracao medicamento permanecera em frequéncia de administracao

maxima no sangue niveis terapéuticos para cada paciente



Sistemas de Compartimentos: Quando um
Tanque Nao Basta

Até agora, focamos principalmente em modelos de um unico compartimento, seja um tanque industrial ou o corpo
humano simplificado. No entanto, a realidade é frequentemente mais complexa. O corpo humano, por exemplo, nao
€ um unico "tanque" homogéneo; ele € composto por diversos orgaos e tecidos com diferentes caracteristicas de
fluxo sanguineo e afinidade por substancias. Da mesma forma, em processos quimicos complexos, pode haver
uma serie de reatores conectados ou multiplos estagios de purificacao.

0 E aqui que entram os sistemas de compartimentos. Em vez de um Unico compartimento, consideramos
multiplos compartimentos interconectados, onde a substancia pode se mover de um para outro. Cada
compartimento é tratado como um "tanque" individual, e as taxas de transferéncia entre eles sao
modeladas.

A taxa de variacao da quantidade de substancia em um compartimento especifico dependera nao apenas das
entradas e saidas externas, mas também das transferéncias de e para os outros compartimentos.

Analogia do Aquecimento Central Modelagem Matematica

Pense em um sistema de aquecimento central em uma Cada comodo pode ser visto como um compartimento,
casa. A caldeira é um compartimento, os radiadores com calor entrando e saindo. Matematicamente, um
em diferentes cémodos sao outros compartimentos, e sistema de compartimentos resulta em um sistema de
a agua quente circula entre eles. A temperatura em um Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) acopladas.

radiador nao depende apenas do calor que ele irradia
para o ambiente, mas também do calor que ele recebe
da caldeira e de como a agua circula.

Isso significa que a EDO para um compartimento dependera das quantidades de substancia nos outros
compartimentos. Por exemplo, se temos dois compartimentos, Qi(t) e Q2(t), a EDO para Q. pode depender de Q», e
vice-versa.

A formulacao geral para um sistema de n compartimentos seria um conjunto de n EDOs:
d@Q:
dt

Qs
dt

— fl(Q17 Q27 ooy QTHt)

— f2(Q17 Q27 ooy Qnat)

dQn,
dt

— fn(Qb Q21 sy Qn7 t)

Esses sistemas nos permitem modelar fendbmenos com maior fidelidade a realidade, como a distribuicao de um
farmaco entre o sangue e os tecidos, ou a cascata de reacdes em um processo bioquimico. A complexidade
aumenta, mas a capacidade preditiva também.



O Modelo de Dois Compartimentos: Um
Olhar Mais Profundo

O modelo de dois compartimentos € um dos mais utilizados em farmacocinética para descrever a distribuicao de
farmacos no corpo. Ele divide o corpo em dois "compartimentos" principais:

Compartimento Central Compartimento Periférico

Geralmente representa o sangue e 6rgaos Representa tecidos menos perfundidos (musculos,
altamente perfundidos (coracao, pulmoées, rins, gordura, pele), onde o farmaco se distribui mais
figado), onde o farmaco se distribui rapidamente. lentamente.

A premissa é que o farmaco é administrado no compartimento central, de onde ele pode ser eliminado do corpo ou
transferido para o compartimento periférico. Do compartimento periférico, ele pode retornar ao compartimento
central.

Vamos denotar a quantidade de farmaco no compartimento central como Q.(t) e no compartimento periférico

como Qp(t).-
= < X
kcp kpc ke

Constante de taxa de transferéncia Constante de taxa de transferéncia Constante de taxa de eliminacao do
do compartimento central para o do compartimento periférico parao  compartimento central
periférico central

As EDOs acopladas que descrevem este sistema sao:

Para o Compartimento Central:

@ = Entrada Externa + k,.Q,(t) — ko, Q. (t) — kcQ.(t)

dt

Para o Compartimento Periférico:

dQp _
= ke Qe(t) — k@, (1)
Este sistema de duas EDOs lineares de primeira ordem descreve a dinamica do farmaco. A solucao analitica para
este sistema envolve autovalores e autovetores de matrizes, resultando em somas de exponenciais. A curva de
concentracao plasmatica (no compartimento central) apds uma dose intravenosa, por exemplo, geralmente mostra

uma fase inicial de queda rapida (distribuicao para o periférico) seguida por uma fase de queda mais lenta

(eliminacao).
Conceito Ambito/Aplicacao Base/Origem Exemplo
Modelo de 1 Farmacocinética, Balanco de massa, EDO Eliminacao de farmaco
Compartimento Tanques Simples linear 12 ordem IV, tanque com volume
constante
Modelo de 2 Farmacocinética, Balanco de massa, Distribuicao de farmaco
Compartimentos Processos em cascata Sistema de EDOs entre sangue e tecidos

lineares

A capacidade de modelar a distribuicao entre diferentes compartimentos é vital para entender a eficacia e a
toxicidade de um farmaco, pois a concentracao em diferentes tecidos pode variar significativamente ao longo do
tempo.



Desafios e Solucoes: Resolvendo Sistemas
de EDOs

Resolver um sistema de EDOs acopladas, como o0 modelo de dois compartimentos, pode parecer um desafio maior
do que resolver uma unica EDO. No entanto, para sistemas lineares de primeira ordem, existem métodos bem
estabelecidos. A abordagem mais comum e elegante envolve o uso de algebra linear, especificamente a teoria de
autovalores e autovetores.

01 02 03

Forma Matricial Componentes Solucao Analitica

Um sistema de EDOs lineares pode X(t) € um vetor das quantidades nos A solugao para o sistema

ser escrito como: compartimentos, A é a matriz de homogéneo envolve encontrar os

X'(t) = AX(t) + F(t) coeficientes, F(t) € um vetor de autovalores e autovetores da matriz
termos de entrada externa A

Cada autovalor corresponde a uma taxa de decaimento exponencial, e os autovetores descrevem as "modas" de
distribuicao das substancias.

Sistemas Complexos Ferramentas Computacionais

Para sistemas mais complexos, ou quando as EDOs Ferramentas como Python (com bibliotecas como

sao nao lineares (0 que acontece em muitos modelos SciPy e NumPy), MATLAB, R ou Julia séo

bioldgicos e ambientais), as solucdes analiticas podem indispensaveis. Elas permitem aproximar a solucao das
ser impossiveis de obter. Nesses casos, recorremos a EDOs passo a passo no tempo, gerando curvas de
meétodos numéricos. concentracao que podem ser comparadas com dados

experimentais.

[ Ponte entre Teoria e Pratica: A capacidade de resolver essas EDOs, seja analiticamente ou
numericamente, é o que transforma o modelo matematico em uma ferramenta preditiva. E a ponte entre a
formulacao tedrica e a aplicacao pratica.

Por exemplo, em farmacocinética, a resolucao numérica de modelos de multiplos compartimentos é rotineiramente
usada para simular a concentracao de um farmaco em diferentes tecidos ao longo do tempo, auxiliando na
otimizacao de regimes de dosagem.

A conexao com a ciéncia de dados e a inteligéncia artificial € evidente aqui. Modelos preditivos em IA
frequentemente se baseiam em principios de sistemas dinamicos, e a compreensao das EDOs é fundamental para
construir e interpretar esses modelos. A simulacdo computacional permite explorar cenarios "e se" sem a
necessidade de experimentos caros ou demorados, acelerando a pesquisa e o desenvolvimento em diversas
areas.



Tendéncias e o Futuro da Modelagem de
Compartimentos

A modelagem de misturas e compartimentos, embora baseada em principios classicos, esta longe de ser uma area

estatica. Pelo contrario, ela estd em constante evolucao, impulsionada por novas tecnhologias e a crescente

demanda por insights preditivos em areas complexas como a biologia computacional, a ciéncia de dados e a
inteligéncia artificial. As tendéncias para 2025 e além apontam para uma integracao cada vez maior dessas

ferramentas.

S

Modelagem Baseada em
Dados

Com a explosao de dados gerados
em experimentos bioldgicos,
ensaios clinicos e processos
industriais, os modelos de
compartimentos nao sao mais
construidos apenas a partir de
principios teoricos. Eles sao
refinados e validados usando
algoritmos de aprendizado de
maquina para ajustar parametros e
melhorar a precisao preditiva.
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Sistemas Biologicos
Complexos

Além da farmacocinética, os
modelos de compartimentos sao
usados para entender redes
metabdlicas, a propagacao de
doencas, e até mesmo a dinamica
de populacoes celulares. A
capacidade de simular esses
sistemas em computadores permite
aos pesquisadores testar hipdteses
e prever resultados sem
experimentos caros.

D

Integracao com IA

Modelos de compartimentos podem
servir como "modelos de base" para
algoritmos de IA, fornecendo uma
estrutura fisica ou bioldgica para a
qual os dados podem ser ajustados.
Redes neurais podem ser treinadas
para prever parametros de modelos
a partir de caracteristicas do
paciente, levando a medicina
personalizada.

Uma das tendéncias mais significativas é a modelagem baseada em dados. Isso € particularmente relevante na

farmacocinética e farmacodinamica (PK/PD), onde modelos de compartimentos sdo combinados com dados de
pacientes para personalizar tratamentos.

Outra area de crescimento é a modelagem de sistemas bioldgicos complexos. A integracdo com a inteligéncia

artificial € um vetor poderoso. Isso representa um salto de modelos genéricos para abordagens que consideram a

variabilidade individual.

[) Democratizacao da Modelagem: A visualizacao interativa e as ferramentas de simulacao estao tornando
a modelagem de compartimentos mais acessivel e intuitiva. Softwares que permitem aos usuarios ajustar

parametros e ver o impacto imediato nas curvas de concentracao estao democratizando o uso dessas

técnicas.

Finalmente, a visualizacao interativa e as ferramentas de simulacao estao permitindo que mais profissionais,

mesmo sem um profundo conhecimento em EDOs, possam aplicar e interpretar os resultados. O futuro da

modelagem é colaborativo, data-driven e cada vez mais preditivo.



Aléem dos Tanques: A Versatilidade da
Abordagem de Compartimentos

Chegamos ao final de nossa exploracao sobre a modelagem de misturas e compartimentos. Comecamos com a
simplicidade de um tanque e expandimos para sistemas mais complexos, incluindo aplicacdes cruciais na
engenharia quimica e na farmacocinética. A jornada nos mostrou que, por tras de fenbmenos aparentemente
distintos, existe um principio unificador: o balanco de massa e a formulacao de Equacdes Diferenciais Ordinarias.

Economia Ecologia
O dinheiro flui entre diferentes © ,@ Nutrientes e energia se movem
setores (compartimentos) entre diferentes niveis tréficos
Medicina Quimica
¥ A

Farmacos se distribuem entre Substancias se distribuem entre

érgaos e tecidos reatores e processos

A beleza dessa abordagem reside em sua versatilidade. Embora tenhamos usado "tanques" e "compartimentos”
como metaforas, a Iégica subjacente pode ser aplicada a uma miriade de sistemas. Em cada caso, a taxa de
mudanca em um "compartimento" é determinada pelo que entra e pelo que sai, seja fisicamente ou
conceitualmente.

A capacidade de simplificar um sistema complexo em compartimentos interconectados é uma habilidade
fundamental para qualquer cientista ou engenheiro. Ela nos permite focar nos fluxos mais importantes,
ignorando detalhes menos relevantes, e construir um modelo que, embora nao seja uma representacao perfeita
da realidade, é util para prever e entender o comportamento do sistema.

Essa € a esséncia da modelagem: criar uma representacao funcional que nos ajude a tomar decisdes informadas.

Ao dominar a formulacao e a resolucao dessas EDOs, vocé adquire uma ferramenta poderosa para analisar
sistemas dinamicos em diversas disciplinas. Vocé nao esta apenas aprendendo matematica; esta aprendendo uma
linguagem para descrever o mundo em termos de mudancga e interconexao. Essa habilidade € cada vez mais
valorizada no mercado de trabalho, onde a capacidade de pensar analiticamente e resolver problemas complexos
é um diferencial.

Reflita sobre como essa abordagem pode ser aplicada em sua propria area de interesse. Ha um processo onde
algo entra, se mistura e sai? Ha um sistema que pode ser dividido em partes interconectadas? Se sim, a
modelagem de compartimentos pode ser a chave para desvendar seus segredos.



Consolidacao e Proximos Passos

Nesta aula, desvendamos o fascinante mundo da modelagem de misturas e compartimentos. Vimos como o
principio do balanco de massa nos permite formular Equacdes Diferenciais Ordinarias para descrever a dinamica
de substancias em tanques e sistemas bioldgicos. Exploramos a resolucao dessas EDOs e aplicamos nossos
conhecimentos em cenarios praticos da engenharia quimica e da farmacocinética, compreendendo a absorcao e
eliminacao de farmacos. A capacidade de simplificar a realidade em compartimentos e analisar seus fluxos € uma
habilidade poderosa e versatil.

[J Em pratica:

e Sempre comece identificando o "compartimento" e a "substancia" de interesse

e Formule as taxas de entrada e saida com base nas concentracoes e vazdes

e Lembre-se que a taxa de variacao é igual a taxa de entrada menos a taxa de saida
o Para sistemas de volume variavel, determine a EDO do volume primeiro

e Sistemas complexos podem ser modelados com multiplos compartimentos e sistemas de EDOs

Autoavaliacao

1. Qual o principio fundamental que rege a formulacao de modelos de misturas e compartimentos?
A) Conservacao de energia.

B) Conservacao da massa.

C) Lei de Hooke.

D) Principio da incerteza de Heisenberg.

2. Em um modelo de tanque simples com volume constante, se a vazao de entrada for igual a vazao de saida,
qual a forma geral da EDO para a quantidade de substancia Q(t)?

A) dQ/dt = kQ

B) dQ/dt = Cept -7 — (r/V)Q

C) dQ/dt = rQ — C.yV

D) dQ/dt = Cepy +7/V

3. Na farmacocinética, o que o modelo de um unico compartimento geralmente assume sobre a distribuicao de
um farmaco no corpo?

A) O farmaco se acumula apenas em um 6rgao especifico.

B) O farmaco se distribui instantaneamente e de forma homogénea por todo o volume de distribuicao.

C) O farmaco é eliminado apenas por via renal.

D) A absorcao do farmaco é sempre instantanea.

4. Qual das seguintes ferramentas é mais adequada para resolver sistemas de EDOs lineares acopladas em um
contexto computacional?

A) Regressao linear simples.

B) Analise de componentes principais.

C) Métodos numéricos e algebra linear (autovalores/autovetores).

D) Analise de Fourier.

5. Descreva brevemente como a modelagem de compartimentos pode ser aplicada para entender a dinamica de
um poluente em um lago, considerando a entrada de esgoto e a saida para um rio. Quais variaveis seriam
essenciais para o modelo?

(Sua resposta deve ter entre 3 e 5 linhas)



Gabarito e Conexoes

1

Resposta: B

Conservacdo da massa dQ/dt = Cent -7 — (r/V)Q

Conexao com a Proxima Aula

2

Resposta: B

3

Resposta: B

4

Resposta: C

Distribuicao instantanea e Métodos numeéricos e
homogénea

algebra linear

Na proxima aula, daremos um passo adiante e aplicaremos a logica da modelagem de compartimentos para

entender a propagacao de doencas. Exploraremos o famoso Modelo SIR (Suscetiveis-Infectados-

Recuperados), que utiliza sistemas de EDOs para descrever como uma epidemia se espalha em uma

populacao. Prepare-se para ver como 0s principios que aprendemos hoje sao a base para a epidemiologia

matematical!l

Recursos Adicionais

Livros

e "Mathematical Biology" de
J.D. Murray (para
aprofundar em aplicacdes
biolégicas)

e "AFirst Course in
Mathematical Modeling" de
Giordano & Weir (para mais
exemplos praticos)

Periodicos

SIAM Journal on Applied
Mathematics (para artigos
de pesquisa de ponta)

Journal of Mathematical
Modeling (para aplicacdes
diversas)

Plataformas Online

Cursos de EDOs em
plataformas como Coursera
ou edX (para revisar os
fundamentos matematicos)



Nota Importante

[ NOTA IMPORTANTE: As informacdes regulatorias/legais/técnicas desta aula estao atualizadas até 2025.
Consulte sempre fontes oficiais para verificar alteracodes.

Parabéns por completar esta jornada pela modelagem de misturas e
compartimentos!

Vocé agora possui as ferramentas fundamentais para compreender e aplicar esses conceitos poderosos em
diversas areas do conhecimento. A matematica que aprendeu hoje € a mesma que impulsiona inovagdes em
medicina, engenharia, ciéncia ambiental e muito mais.

Continue explorando, questionando e aplicando esses conhecimentos. O mundo esta cheio de sistemas que
podem ser modelados como compartimentos interconectados — e agora vocé tem as chaves para decifra-los.

Até a proxima aula, onde mergulharemos na fascinante area da epidemiologia matematica!



