
Aula 12 3 Introdução a Sistemas com Dois 
Graus de Liberdade
Imagine um mundo onde todas as máquinas e estruturas vibrassem de forma simples, como um pêndulo solitário 
ou uma massa em uma única mola. Seria um mundo bem menos complexo, não é? Na realidade, porém, a maioria 
dos sistemas que encontramos no nosso dia a dia 3 desde a suspensão do seu carro até as turbinas de uma usina 
de energia 3 são muito mais intrincados. Eles não se movem em uma única direção ou de uma única forma; suas 
partes interagem, influenciando-se mutuamente.

É exatamente essa interação que nos leva ao fascinante universo dos sistemas com dois graus de liberdade (2 
GDL). Se você já se perguntou por que um carro balança de um jeito diferente quando passa por um buraco ou por 
que um prédio pode oscilar de maneiras distintas durante um terremoto, a resposta está na forma como suas 
múltiplas partes se movem e se conectam. Compreender esses sistemas é um passo crucial para quem busca não 
apenas entender, mas também projetar e otimizar máquinas e estruturas para que sejam mais seguras, eficientes e 
duráveis.

Nesta aula, nossa jornada será desvendar a complexidade aparente desses sistemas. Você será capaz de 
identificar e modelar sistemas mecânicos com duas massas e duas molas, compreendendo como suas equações 
de movimento se "conversam". Além disso, vamos aprender a expressar esses problemas de forma elegante e 
poderosa usando a formulação matricial, uma ferramenta indispensável na engenharia moderna. Finalmente, 
exploraremos o comportamento natural desses sistemas, descobrindo suas frequências e modos de vibrar, que 
são como a "assinatura" vibratória de cada máquina.

Prepare-se para conectar o que você já sabe sobre sistemas mais simples com a nova dimensão que os 2 GDL 
trazem. Veremos como essa base teórica é a chave para aplicações práticas, como a análise preditiva na Indústria 
4.0, permitindo que você diagnostique problemas em máquinas antes que eles se tornem críticos.



O Salto da Simplicidade para a Realidade
Por Que Um GDL Não É Suficiente?

Sistemas 1 GDL
Uma massa pendurada em uma mola, movendo-se 
apenas para cima e para baixo

Modelo simplificado

Conceitos básicos

Linguagem das vibrações

Mundo Real
Máquinas industriais complexas com múltiplas 
partes interconectadas

Motores, eixos, rolamentos

Interdependência

Interações complexas

Até agora, em seus estudos de vibrações, você provavelmente se aprofundou nos sistemas com um único grau de 
liberdade (1 GDL). Pense em uma massa pendurada em uma mola, movendo-se apenas para cima e para baixo. 
Esse modelo simplificado é fundamental, uma verdadeira pedra angular para entender os conceitos básicos de 
frequência natural, amortecimento e ressonância. Ele nos ensina a linguagem das vibrações, mas, como em 
qualquer linguagem, há nuances e complexidades que só se revelam com o tempo.

Acontece que o mundo real raramente se encaixa em um modelo tão simplificado. Se você observar uma máquina 
industrial, como um compressor ou uma bomba, verá que ela não é apenas uma "massa" vibrando em uma única 
direção. Há motores, eixos, rolamentos, carcaças 3 cada parte com sua própria massa e rigidez, e todas elas 
interconectadas. Quando uma parte se move, ela afeta as outras, e vice-versa. Essa interdependência é o que nos 
força a ir além do 1 GDL.

É aqui que os sistemas com dois graus de liberdade entram em cena, representando um passo crucial em 
direção a modelos mais realistas. Eles são a ponte entre a simplicidade didática e a complexidade prática.

Ao invés de um único movimento independente, temos dois, e esses movimentos estão intrinsecamente ligados. 
Ignorar essa ligação seria como tentar entender uma orquestra ouvindo apenas um instrumento: você perderia 
toda a harmonia e a interação que dão vida à música.



Desvendando os Graus de Liberdade
O Que Significa "Dois"?

Quando falamos em graus de liberdade (GDL), estamos nos referindo ao número mínimo de coordenadas 
independentes necessárias para descrever completamente a posição de todas as partes de um sistema em 
qualquer instante. Em outras palavras, é o número de "direções" ou "formas" independentes pelas quais um 
sistema pode se mover ou girar. Se um sistema tem um GDL, basta uma única variável (como a posição vertical de 
uma massa) para saber onde tudo está.

01

1 GDL
Uma única variável descreve completamente o sistema

02

2 GDL
Duas variáveis independentes são necessárias

Mas e quando temos dois GDL? Isso significa que precisamos de duas variáveis independentes para descrever o 
movimento do sistema. Imagine, por exemplo, um carro. Ele pode se mover para cima e para baixo (movimento 
vertical) e também pode inclinar-se para frente e para trás (movimento de pitch). Cada um desses movimentos é 
um grau de liberdade. Eles não são totalmente independentes, pois um buraco na estrada pode causar ambos, mas 
são descritos por coordenadas distintas.

Exemplo: Suspensão de Carro

Movimento vertical da carroceria

Movimento vertical da roda

Ambos importantes para conforto e segurança

Exemplo: Pêndulos Acoplados

Dois pêndulos conectados por mola

Movimento de um afeta o outro

Posição de ambos necessária

Pense em um sistema de suspensão de um carro, onde a carroceria e a roda são duas massas distintas, 
conectadas por molas e amortecedores. O movimento vertical da carroceria é um GDL, e o movimento vertical da 
roda em relação ao solo é outro. Ambos são importantes para o conforto e a segurança. Outro exemplo clássico é 
o de dois pêndulos acoplados por uma mola. O movimento de um afeta o outro, e para descrever o sistema, 
precisamos saber a posição de ambos os pêndulos.



Os Blocos de Construção
Massas e Molas em Ação

Massa
Representa a inércia - a resistência de um corpo à 
mudança em seu estado de movimento. Quanto maior a 
massa, mais difícil é acelerá-la ou desacelerá-la.

Mola
Representa a rigidez do sistema - a capacidade de 
armazenar energia potencial elástica e exercer uma 
força restauradora proporcional ao deslocamento.

Para começar a modelar sistemas com dois graus de liberdade, precisamos revisitar nossos componentes 
fundamentais: as massas e as molas. Em sistemas vibratórios, a massa representa a inércia, ou seja, a resistência 
de um corpo à mudança em seu estado de movimento. Quanto maior a massa, mais difícil é acelerá-la ou 
desacelerá-la. As molas, por sua vez, representam a rigidez do sistema, a capacidade de armazenar energia 
potencial elástica e de exercer uma força restauradora proporcional ao deslocamento.

Em um sistema de 2 GDL, não temos apenas uma massa e uma mola, mas sim múltiplas massas e múltiplas molas, 
todas interconectadas. A forma como essas massas e molas são arranjadas define a "arquitetura" do sistema e, 
consequentemente, como ele vibrará. Podemos ter molas conectando uma massa ao solo (ou a uma referência 
fixa) e molas conectando uma massa à outra. Essa interconexão é o que cria o acoplamento entre os graus de 
liberdade.

Analogia: Imagine uma balança de dois pratos, onde cada prato é uma massa e as hastes que os 
conectam ao ponto de apoio são como molas. Se você empurrar um prato, o outro também se moverá, 
mas não necessariamente na mesma proporção ou direção.

A força que uma mola exerce sobre uma massa depende não apenas do deslocamento dessa massa, mas também 
do deslocamento da outra massa à qual ela está conectada. Essa é a essência da interação que vamos explorar.



Modelando a Interação
Duas Massas e Duas Molas

Agora que entendemos os componentes básicos, vamos construir nosso primeiro sistema de 2 GDL: o clássico 
modelo de duas massas e duas molas. Este arranjo é fundamental porque ele captura a essência do acoplamento 
vibratório de forma simples, mas poderosa. Geralmente, visualizamos duas massas,  e , que podem se mover 
horizontalmente sobre uma superfície sem atrito.

m  1 m  2

Parede Fixa
Referência estática

Mola k¡
Conecta m¡ à parede

Massa m¡
Primeira massa

Mola k¢
Conecta m¡ a m¢

Massa m¢
Segunda massa

A primeira massa, , está conectada a uma parede fixa por uma mola de rigidez . A segunda massa, , está 
conectada à massa  por uma mola de rigidez . Para simplificar, vamos considerar que não há amortecimento 
neste primeiro momento, focando apenas nas forças de inércia e nas forças elásticas. É como se tivéssemos dois 
vagões de trem, um atrás do outro, conectados por um amortecedor gigante (a mola ), e o primeiro vagão 
estivesse preso a uma estação por outro amortecedor (a mola ).

m  1 k  1 m  2

m  1 k  2

k  2

k  1

Quando a massa  se move, a mola  exerce uma força sobre ela. Mas a mola  também entra em ação, e a 
força que  exerce sobre  depende não só do movimento de , mas também do movimento de . Da mesma 
forma, a força em  depende da mola  e, portanto, do movimento de . Essa dependência mútua é o que 
chamamos de acoplamento. É como uma dança onde os passos de um dançarino influenciam diretamente os 
passos do outro.

m  1 k  1 k  2

k  2 m  1 m  1 m  2

m  2 k  2 m  1



O Desafio do Acoplamento
Equações que se "Conversam"

Sistema 1 GDL
Equação independente

Solução direta

Uma variável

Sistema 2 GDL
Equações acopladas

Solução simultânea

Duas variáveis

A grande diferença entre um sistema de 1 GDL e um de 2 GDL reside no conceito de equações acopladas. Em um 
sistema de 1 GDL, a equação de movimento descreve o comportamento de uma única variável de deslocamento. É 
uma equação independente, que você pode resolver diretamente para encontrar a posição em função do tempo.

No entanto, quando temos dois graus de liberdade, o movimento de uma massa influencia diretamente a força que 
atua sobre a outra massa, e vice-versa. Isso significa que a equação de movimento para a massa  não pode ser 
resolvida isoladamente; ela contém termos que dependem do deslocamento da massa . Da mesma forma, a 
equação para  dependerá do deslocamento de . É como ter duas equações com duas incógnitas, que 
precisam ser resolvidas simultaneamente.

m  1

m  2

m  2 m  1

Analogia: Essa interdependência é o que chamamos de acoplamento. As equações estão "conversando" 
entre si, trocando informações sobre o estado de cada parte do sistema.

Se você tentar resolver uma sem considerar a outra, o resultado será incorreto. É um desafio que exige uma 
abordagem mais sofisticada, mas que, uma vez dominada, abre portas para a análise de sistemas muito mais 
complexos e realistas.



Obtendo as Equações de Movimento
O Caminho da Força

01

Identificar Forças
Forças de inércia, elásticas, 
amortecimento e externas para cada 
massa

02

Aplicar Segunda Lei
F = ma para cada massa 
individualmente

03

Definir Coordenadas
Sistema de coordenadas e 
convenção de sinais

Para obter as equações de movimento de um sistema de 2 GDL, podemos aplicar os princípios fundamentais da 
dinâmica, como a Segunda Lei de Newton ( ) para cada massa individualmente. O processo envolve 
identificar todas as forças que atuam em cada massa 3 forças de inércia, forças elásticas das molas e, se houver, 
forças de amortecimento e forças externas.

F = ma

Vamos considerar nosso sistema de duas massas e duas molas sem amortecimento. Para a massa , as forças 
atuantes são a força da mola  (que depende do deslocamento ) e a força da mola  (que depende do 
deslocamento relativo entre  e ). Para a massa , a única força atuante é a da mola . É crucial definir um 
sistema de coordenadas e uma convenção de sinais (por exemplo, deslocamentos para a direita são positivos).

m  1

k  1 x  1 k  2

x  1 x  2 m  2 k  2

Forças em m¡

Força da mola k¡

Força da mola k¢

Força de inércia

Forças em m¢

Força da mola k¢

Força de inércia

Ao aplicar a Segunda Lei de Newton para cada massa, você verá que as equações resultantes não são 
independentes. Elas estarão "misturadas" com os termos de deslocamento das outras massas. Por exemplo, a 
força da mola  que atua em  será , e a força da mola  que atua em  será . Essa 
interdependência é a chave para o acoplamento.

k  2 m  1 k  (x  22 2 x  )1 k  2 m  2 k (x  22 1 x  )2



Equações Acopladas
A Expressão Matemática da Interação

Continuando a derivação, ao aplicar a Segunda Lei de Newton para cada massa do nosso sistema de duas massas 
e duas molas, chegamos a um conjunto de equações diferenciais ordinárias. Para a massa , teríamos algo como:m  1

m   =1ẍ1 2k  x  +1 1 k  (x  22 2 x  )1

E para a massa :m  2

m   =2ẍ2 2k  (x  22 2 x  )1

Rearranjando os termos para agrupar as variáveis de deslocamento e suas derivadas, obtemos as equações de 
movimento acopladas:

Equação para m¡

m   +1ẍ1 (k  +1 k  )x  22 1 k  x  =2 2 0

Equação para m¢

2k  x  +2 1 m   +2ẍ2 k  x  =2 2 0

Observe como o termo  aparece na primeira equação e o termo  aparece na segunda. Esses são os 
termos de acoplamento. Eles mostram que o movimento de  influencia a equação de , e vice-versa. É como se 
cada equação fosse uma pessoa tentando resolver um problema, mas precisando da informação da outra pessoa 
para chegar à solução.

2k  x  2 2 2k  x  2 1

x  1 x  2

Essas equações são o coração da análise de sistemas de 2 GDL. Elas representam matematicamente a 
complexa interação entre as partes do sistema.

Embora pareçam um pouco intimidadoras à primeira vista, a beleza delas reside na sua capacidade de descrever 
com precisão o comportamento dinâmico de estruturas e máquinas reais, desde a vibração de um motor até a 
resposta de uma ponte sob o vento.



A Elegância da Formulação Matricial
Simplificando o Complexo

Resolver as equações acopladas que acabamos de derivar pode ser um processo trabalhoso, especialmente à 
medida que o número de graus de liberdade aumenta. Imagine um sistema com 10 ou 20 GDL 3 as equações se 
tornariam uma verdadeira teia de aranha! É aqui que a formulação matricial entra como uma ferramenta poderosa 
e elegante, simplificando a representação e a solução desses problemas complexos.

Organização
Como organizar um grande arquivo de 
documentos em pastas bem definidas, tornando 
muito mais fácil encontrar e manipular as 
informações.

Implementação
Fundamental para a implementação 
computacional, sendo a base para softwares de 
simulação como Ansys e MATLAB/Simulink.

A formulação matricial nos permite expressar todo o conjunto de equações de movimento em uma única equação 
compacta, utilizando matrizes para representar as propriedades de massa, rigidez e amortecimento do sistema, e 
vetores para os deslocamentos e forças. Essa abordagem não só economiza espaço e tempo na escrita, mas 
também é fundamental para a implementação computacional, sendo a base para softwares de simulação como 
Ansys e MATLAB/Simulink.

Analogia: Pense em um time de futebol. Cada jogador tem uma função específica (massa, mola, 
amortecedor), e o movimento de cada um afeta o jogo como um todo. A formulação matricial é como ter 
um diagrama tático que mostra a posição e a interação de todos os jogadores de uma vez.

Ao invés de descrever o movimento de cada um individualmente em frases longas, ela nos dá uma visão 
panorâmica e estruturada do problema.



Construindo a Matriz
Massa, Rigidez e Deslocamento

Na formulação matricial, as equações de movimento de um sistema vibratório podem ser escritas na forma geral:

[M ]{ } +ẍ [C]{ } +xÛ [K]{x} = {F (t)}

[M] - Matriz de Massa
Contém as massas do sistema. 
Para sistemas sem acoplamento 
de massa, ela é geralmente 
diagonal.

[C] - Matriz de 
Amortecimento
Contém os coeficientes de 
amortecimento. Para esta aula, 
consideramos sistemas não 
amortecidos.

[K] - Matriz de Rigidez
Contém os coeficientes das 
molas e reflete como as forças 
elásticas são geradas. O 
acoplamento se manifesta nos 
termos fora da diagonal.

Vetores de Estado

 - Acelerações{ }ẍ

 - Velocidades{ }xÛ

 - Deslocamentos{x}

Forças Externas

 - Vetor de forças{F (t)}

Para vibração livre = 0

Características

Representação compacta

Solução computacional

Visão estruturada

Para o nosso sistema de duas massas e duas molas (sem amortecimento e sem forças externas), as equações 
acopladas que derivamos podem ser reescritas na forma matricial da seguinte maneira:

   +[m  1

0
0
m  2

] {  ẍ1

 ẍ2
}    =[(k  + k  )1 2

2k  2

2k  2

k  2
] {x  1

x  2
}  {0

0}
Observe a matriz de rigidez . Os termos fora da diagonal principal (os ) são os que indicam o acoplamento 
entre os graus de liberdade. Se esses termos fossem zero, as equações seriam desacopladas, e poderíamos tratá-
las como dois sistemas de 1 GDL independentes.

[K] 2k  2



Desvendando a Vibração Livre
A "Voz" Natural do Sistema

Analogia Musical
Como tocar uma corda de violão e deixá-la vibrar 
por conta própria

Movimento Natural
Empurrar um pêndulo e soltá-lo para vibrar 
livremente

Com a formulação matricial em mãos, estamos prontos para explorar um dos aspectos mais importantes da 
dinâmica de sistemas: a vibração livre. A vibração livre ocorre quando um sistema é perturbado de sua posição de 
equilíbrio e, em seguida, deixado para vibrar sem a influência de forças externas contínuas ou amortecimento.

Nesse cenário, o sistema vibra apenas sob a influência de suas próprias forças de inércia e forças restauradoras 
(das molas). A equação matricial se simplifica, pois o vetor de forças externas  e a matriz de amortecimento 

 (se considerarmos amortecimento nulo) se tornam zero:
{F (t)}

[C]

[M ]{ } +ẍ [K]{x} = {0}

A solução para essa equação nos revela as características intrínsecas do sistema: suas frequências naturais e 
seus modos de vibrar. Pense nisso como a "voz" única de cada sistema. Assim como cada instrumento musical 
tem suas notas características, cada estrutura ou máquina tem frequências nas quais prefere vibrar.

Compreender essa "voz" é vital para evitar problemas de ressonância, onde pequenas forças externas 
podem causar grandes vibrações se a frequência da força coincidir com uma das frequências naturais do 
sistema.



As Frequências Naturais
O Ritmo Próprio do Sistema

As frequências naturais (ou autovalores) são os ritmos inerentes nos quais um sistema vibratório prefere oscilar 
quando perturbado. Para um sistema de 2 GDL, teremos duas frequências naturais distintas. Essas frequências são 
propriedades do sistema, determinadas unicamente por sua massa e rigidez, e não dependem de como o sistema 
foi inicialmente perturbado.

01

Assumir Solução Harmônica
{x} = {×} sin(Ët)

02

Substituir na Equação
Obter o problema de autovalores

03

Resolver Determinante
Encontrar as frequências naturais

Para encontrar essas frequências, assumimos uma solução harmônica para o vetor de deslocamentos, da forma 
, onde  é o vetor de amplitude (ou modo de vibrar) e  é a frequência angular natural. 

Substituindo essa solução na equação de vibração livre e realizando algumas manipulações algébricas, chegamos 
ao problema de autovalores:

{x} = {×} sin(Ët) {×} Ë

([K] 2 Ë [M ]){×} =2 {0}

Para que esse sistema de equações tenha uma solução não trivial (ou seja, ), o determinante da matriz 
 deve ser igual a zero:

{×} =à {0}

([K] 2 Ë [M ])2

det([K] 2 Ë [M ]) =2 0

Resolver essa equação característica (que será um polinômio de segundo grau em  para um sistema de 2 GDL) 
nos dará os valores de , e consequentemente, as duas frequências angulares naturais,  e . Cada uma dessas 
frequências representa um "tom" particular que o sistema pode emitir.

Ë2

Ë2 Ë  1 Ë  2



Os Modos de Vibrar
A Coreografia do Movimento

Frequências Naturais
Nos dizem com que rapidez o sistema vibra

Modos de Vibrar
Nos dizem como o sistema vibra

Enquanto as frequências naturais nos dizem com que rapidez o sistema vibra, os modos de vibrar (ou autovetores) 
nos dizem como ele vibra. Cada frequência natural está associada a um modo de vibrar específico, que descreve a 
forma relativa dos deslocamentos das massas quando o sistema está vibrando naquela frequência particular.

Para cada frequência natural  encontrada, substituímos seu valor de volta na equação  e 

resolvemos para o vetor . Este vetor  nos dará a relação entre os deslocamentos das massas  e 

 para aquele modo específico.

Ë  i ([K] 2 Ë  [M ]){×  } =i
2

i {0}

{×  }i {×  } =i  {×  1i
×  2i

} m  1

m  2

Primeiro Modo

Geralmente envolve as massas se movendo na mesma 
direção (em fase), mas com amplitudes relativas 
diferentes.

Segundo Modo

Frequentemente mostra as massas se movendo em 
direções opostas (fora de fase).

Por exemplo, se para um modo,  e , significa que quando a massa  se desloca 1 unidade, a massa 
 se desloca 0.5 unidades na mesma direção.

×  =1i 1 ×  =2i 0.5 m  1

m  2

Analogia: Pense nisso como uma coreografia: para cada música (frequência natural), há uma dança 
específica (modo de vibrar) que os dançarinos (massas) executam.

Compreender os modos de vibrar é crucial para o diagnóstico de falhas em máquinas. Se uma máquina está 
vibrando excessivamente em uma determinada frequência, analisar o modo de vibrar associado pode nos dar 
pistas sobre qual componente está causando o problema ou qual parte da estrutura está mais suscetível à falha.



Da Teoria à Prática
Análise Preditiva e Manutenção 4.0

A teoria dos sistemas com dois graus de liberdade, com suas frequências naturais e modos de vibrar, não é apenas 
um exercício acadêmico. Ela é a base para algumas das aplicações mais avançadas da engenharia moderna, 
especialmente na Análise Preditiva e na Manutenção 4.0. Em um cenário industrial cada vez mais competitivo, a 
capacidade de prever falhas em máquinas antes que elas ocorram é um diferencial estratégico.

Monitoramento Contínuo
Análise de vibrações em 
equipamentos como bombas, 
motores, turbinas e compressores 
para identificar mudanças nos 
padrões de vibração.

Detecção Precoce
Aumento na amplitude de vibração 
em frequências naturais pode 
sinalizar desbalanceamento, 
desalinhamento ou falha em 
rolamentos.

Simulação Avançada
Softwares como Ansys, 
MATLAB/Simulink e Abaqus utilizam 
formulação matricial para simular 
comportamento dinâmico de 
sistemas complexos.

A análise de vibrações, fundamentada nos princípios que estamos estudando, é uma ferramenta essencial para a 
manutenção preditiva. Ao monitorar continuamente a vibração de equipamentos como bombas, motores, turbinas e 
compressores, engenheiros podem identificar mudanças nos padrões de vibração que indicam o início de um 
problema. Por exemplo, um aumento na amplitude de vibração em uma das frequências naturais da máquina pode 
sinalizar um desbalanceamento, um desalinhamento ou até mesmo uma falha em rolamentos.

Além disso, a Modelagem e Simulação Computacional são pilares da Indústria 4.0. Softwares como Ansys, 
MATLAB/Simulink e Abaqus utilizam a formulação matricial e os conceitos de autovalores/autovetores para simular 
o comportamento dinâmico de sistemas complexos. Isso permite que engenheiros testem diferentes cenários, 
otimizem projetos e prevejam o desempenho de máquinas antes mesmo de construí-las, economizando tempo e 
recursos. Ao entender a base matemática por trás dessas ferramentas, você estará apto a utilizá-las de forma mais 
eficaz e a interpretar seus resultados com maior profundidade, transformando dados em decisões estratégicas 
para a operação e manutenção de ativos.



Consolidação e Próximos Passos

Chegamos ao fim de nossa introdução aos sistemas com dois graus de liberdade. Percorremos o caminho desde a 
necessidade de ir além do 1 GDL, passando pela modelagem de sistemas com duas massas e duas molas, a 
obtenção das equações de movimento acopladas, e a poderosa formulação matricial. Finalmente, exploramos o 
conceito de vibração livre, desvendando as frequências naturais e os modos de vibrar 3 a "voz" e a "coreografia" 
intrínsecas de cada sistema.

Em prática: A capacidade de modelar e analisar sistemas de 2 GDL é um passo fundamental para 
entender o comportamento dinâmico de máquinas e estruturas reais. Essa compreensão permite 
diagnosticar problemas de vibração, otimizar projetos para evitar ressonância e aplicar técnicas de 
manutenção preditiva, garantindo a longevidade e eficiência de equipamentos industriais. É a base para a 
engenharia de sistemas complexos e para a inovação na Indústria 4.0.

Necessidade de 2 GDL
Ir além da simplicidade do 1 GDL

Modelagem
Sistemas com duas massas e 
duas molas

Equações Acopladas
Obtenção das equações de 
movimento

Formulação Matricial
Representação elegante e 
poderosa

Vibração Livre
Frequências naturais e modos de 

vibrar



Autoavaliação
1 Qual é a principal razão para estudar sistemas com dois graus de liberdade em vez 

de se limitar a sistemas com um único grau de liberdade?
a) Sistemas de 2 GDL são mais fáceis de modelar matematicamente.
b) A maioria dos sistemas reais possui interações complexas que exigem múltiplos graus de liberdade para 
serem representadas adequadamente.
c) Sistemas de 2 GDL sempre vibram em frequências mais baixas, o que é mais seguro.
d) Apenas sistemas de 2 GDL podem ser analisados por softwares de simulação.

2 No contexto de um sistema de duas massas e duas molas, o que caracteriza o 
"acoplamento" entre as equações de movimento?
a) A presença de amortecimento no sistema.
b) O fato de que as forças de uma mola afetam apenas a massa à qual ela está diretamente conectada.
c) A dependência mútua das equações, onde o movimento de uma massa influencia a força que atua sobre 
a outra.
d) A ausência de forças externas atuando no sistema.

3 Qual é a principal vantagem da formulação matricial para a análise de sistemas 
vibratórios com múltiplos graus de liberdade?
a) Elimina a necessidade de calcular as frequências naturais.
b) Permite uma representação compacta e organizada das equações de movimento, facilitando a solução 
computacional.
c) Garante que o sistema nunca entrará em ressonância.
d) Simplifica o processo de construção física do sistema.

4 Em um sistema de 2 GDL, as frequências naturais e os modos de vibrar são, 
respectivamente:
a) As forças externas aplicadas e as velocidades iniciais do sistema.
b) Os ritmos inerentes de oscilação e as formas relativas dos deslocamentos das massas.
c) Os coeficientes de amortecimento e as rigidezes das molas.
d) As amplitudes máximas de vibração e os tempos de decaimento da vibração.

5 Explique como o conhecimento das frequências naturais e modos de vibrar de um 
sistema com 2 GDL pode ser aplicado na manutenção preditiva de máquinas 
industriais.
(Resposta esperada: 3-5 linhas)



Gabarito e Recursos

Respostas
b)1.

c)2.

b)3.

b)4.

Resposta Dissertativa
O conhecimento das frequências naturais e modos 
de vibrar permite identificar os "pontos fracos" de 
uma máquina. Se o monitoramento de vibração 
detecta um aumento de amplitude em uma 
frequência natural específica, isso pode indicar um 
problema (desbalanceamento, desalinhamento, 
falha de rolamento) que ressoa nessa frequência. A 
análise do modo de vibrar associado ajuda a 
localizar qual parte da máquina está se movendo de 
forma anômala, permitindo uma intervenção precisa 
e preditiva antes que ocorra uma falha catastrófica.

Próxima Aula
Na Aula 13 3 Análise Modal para Sistemas de 2 
GDL, aprofundaremos os conceitos de frequências 
naturais e modos de vibrar, aprendendo métodos 
mais detalhados para calculá-los e interpretá-los, 
além de explorar a ortogonalidade dos modos e sua 
importância na análise de resposta.

Recursos Adicionais
Livros-texto de Vibrações Mecânicas: Para 
aprofundamento teórico e exemplos resolvidos.

Tutoriais de MATLAB/Simulink ou Ansys: Para 
aplicar os conceitos em simulações 
computacionais.

Artigos sobre Manutenção Preditiva 4.0: Para 
entender a aplicação prática na indústria.

NOTA IMPORTANTE: As informações técnicas desta aula estão atualizadas até 2025. Consulte sempre 
fontes oficiais e normas técnicas vigentes para verificar alterações e detalhes específicos de aplicação 
em projetos reais.


